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l. Introducción 

Para el progreso de las ciencias y las 
matemáticas es importante estudiar 
en su forma original, o tan cercano 
del original como sea posible, los 
trabajos del pasado hechos por los 
científicos y matemáticos eminen­
tes. Ver, por ejemplo, Fisher ( 1959). 
Esta afirmación se aplica igualmen­
te a la estadística mode rn a . Por es­
ta razón, como se verá más adelan · 
te, es muy import a n te estudiar de 
primera mano los conce p tos y mé­
todos de Gauss. Gauss escribió en 
latín y alemán. Sus obras sobre es­
tadística fueron traducidas al fran­
cés por Bertrand (1855), lo cual fue 
autorizado y aprobado por Gauss. 
La versión francesa fue traducida al 
inglés por Trouer (1957). La pre· 
sen tación de los métodos de Gau ss 
en este artículo se basa en estas tra­
ducciones. 

Las contribuciones" de Gauss a la 
estadística se conocen bajo el no m· 
bre de los m lnimos cuadrados. Este 
nombre, sin embargo, da poca idea 
de la amplitud de su importancia 
teórica y práctica. En el Libro 2, 
Sección 3 de su volumen sohre las 
órbitas de los planetas, Gauss (1809), 
discutió la estimación de los seis 
parámetros que determinan la órbi­
ta elíptica de un planeta basado en 

n > 6 observaciones. Su segunda 
expoSICIOn (Gauss 1821, l823a, 
1826) fue presentada en tres artícu­
los extensos a la Sociedad Real de 
Gottingen. Es claro de lo dicho por 
Gauss en la in traducción a estos 
artículos que él consideró este pro­
blema como muy importante. 

•Departamento de Estadística y Ciencias Ac­
tu.uia..les, Universidad de Watcrloo, Onurio, 
Canadá. Basado en los artículos del mismo autor 
aparecidos� 1978 y 1983. 
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No es mi proposlto en este anícuJo rrazar las 
ideas del pasado con la in tencíón de asignar priori­
dades en sus descubrimientos. Los debates sobre 
prioridades f recuen temen te involucran in terpretacio­
nes altamente subjetivas con respcclO aJ periodo 
exacto en que una idea específica fue formulada. Es­
to requiere también e! definir cuál es la idea exacta. 
Por ej emplo, hubo (y hay aún) una gran comroversia 
en tomo al origen de los mínimos cuadrados. Legen­
dre fue d primero en publicar ace rca de los mínimos 
cuadrados en 1805, y fue responsable del nombre 
mínimos cuadrados (en francés, moi11dre carrés). Sin 
embargo, Legendre discutió solamen te el principio 
de los mínimos cuadrados, como se discute en la 
Secc ión 3. Pero, como se explicará en las secciones 
que siguen a la Sección 3, fue Gauss quien desarro­
lló la teoría de los m ínim os cuadrados e hizo una 
gran parte de la teoría esudística hoy conocida bajo 
el nombre de regresión lineal con el famoso modelo 
lineal de Gauss. De hecho, en esta área importante 
de la estimación, Gauss desarrolló tanto los funda­
mentos como las aplicaciones de la estadística como 
se encuentran casi hasta el d1'a de hoy, tal vez aún 
más avanzado que ahora. No todos los artículos que 
hoy se escri ben son conLribuciones positivas. 

2. El modelo lineal de Gauss 

El primer enfoque de Gauss a los mínimos cuadrados 
se incluye en su libro Theoria Motus Corporum Ce­
lestiu m y ocurre en su discusión del cálculo de las ór­
bitas de los planetas. El problem a es estimar las k can­
tidades desconocidas 9' = (&" ()2 .. .. , O k) que determinan 
la órbita, llamadas parámetros en la estadística, basa­
do en n > k. observaciones Y1 =(y¡, y1, . . . , y,). No es 
posible medir e directamen te ; solamente es posible 
medir funciones de e, ��=�1 (e), i= 1, 2, . . .  ,n. Sit 
puede observarse sin error, Y= E, entonces despuéf 
de observar Y, t sería conocido numéricamcn le. Se 
sigue que, sería necesario solamente resolver las 
ecuaciones Y =E para e, lo cuaJ es posible puesto 
que el sistema dt las ecuaciones debe ser consistente. 
Sin embargo, en la práctica no es posi b le m edir� sin 
error, así las ecuaciones son 

y= (+e, (1) 

donde e1 == (e1, e2 .... , e11) son los errores en las obser­
vaciones Y (errores observacionales), y Y, t y e son 
vectores n x L La notación A' denota la trJ.Jlspuesta 
de la matTÍZ A. 

En el caso especial, pero muy común (por lo 
menos aproximadamente ) , donde � es linea l en 9, 
� .. :::: 'Zxij8¡, o en la notación matricial � = xe. las 
x¡/s se suponen constantes conocidas, ( 1) es 

Y= X9+e; (2} 
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Carl Fricderich Gaust (1 777-1855 ). 

X= (x¡j) es una matriz n .x k, y 9 es un vector H. x 1. 
ESLe es el modelo lineal de Gauss discutido en los li­
bros de texto de estadística como la regresión lineal. 

3. El principio de los m{nimos cuadrados. 

El principio de los mínimos cuadrados consiste en 
e legir el valor de e que m in im iza la su m a de los cua­
drados Q = l (y1 - �¡) �. Así e es una solución de 
oQ)aei = O, j = l, 2, ... ,k. Estas son las ecuaciones de 
los mínimos cuadrados 

Jj 
¿ (v· - ,.. -)a�"·JofJ. =o •' r ¡;, ¡; r J ' 

i= 1 
j = 1, 2, ... ,k. (3) 

De (2) donde � = X8, (3) puede escrjbirse como 
X'X6 = X'Y, de modo que la solucjón es el estimador 
clásico de los m ínimos cuadrados 9 = (X'Xr1 X'Y. 

Como se dijo anteriormente, han h abido discu­
siones extensas en tomo a la prioridad en el desa-



rrollo de los mínimos cuadrados, puesto que Le gen­
gre consideró también (1) y (2} y produjo (3) y 
6 = (X�t1 X'Y. Legcndre lo publicó en 1805 antes 
que Gauss, quien lo publicó en 1809. Sin embargo, 
es importante subrayar el hecho de que Legendre 
enunció solamente el pr incipio de los mínimos cua­
drados como se describió arriba. Gauss, aJ contrario, 
desarrolló adicionalmente la teoría de los mínimos 
cuadrados, como se describe en las se cciones siguien­
tes. 

4. La teoría de Gauss: el primer enfoque (1809) 

Si se asume que las observaciones son igualmente 
precisas e independientes, y si la densidad de la pro­
babilidad del error e; es!( e;), en tonces la densidad de 
la probabilidad de los errores conjuntos es 

n n 

p = n f(e¡) = n f(y¡-t¡). 
¡, 1 i= 1 

Suponga que todos los valores 81, 82, • . •  , 8k, son a 

priori igualmente probables. Entonces, la densidad 
de la probabilidad a posterion' de 6 obtenida me­

diante el teorema de Bayes {1763) es 

/(6IY)=CD f(y;-t)=CP, C=ljjPda, (4) 
1= 1 n. 

donde n. es el espacio del par�met�o �- Ver, por 
ejemplo, Sprott {1984). El valo r 9= (81, 82, . . •  , Bk) 
más probable de 8 corresponde al máximo de P, y se 
determina mediante las ecuaciones 

n 

atogPjaO¡=.!: [dlogf(e;)Jde¡Joe¡ja8¡ 
¡= 1 

n 

=- !: [f'(y;- �;)/f(y¡- �;) Ja�¡JoO¡ 
i= 1 

=o, j = l . 2 , ... ,k. (5) 

Para obtener una solución explícita 8, se necesita 
especificar la forma analítica de f(e). Para obtener 
esto, Gauss asumió que el valor más probable de una 
sola cantidad� es la medía y= (y1+y2+ . . . +y")Jn de 
sus valores observados. Para k=l, y �1 = �2== . . .  

= ��� =� 
en (1}, las ecuaciones (5) se vuelven "f.J'(y;-n/f(y,--�) 
= O, y la solución debe ser � = y, por lo tanto 
k,f'(y¡ - y)Jf(y; - y) = O para todos los valores de 
n. Esta es una ecuación funcional, cuya solución que 
maximiza a P es f(z) == kexp(-hlz2), Aczel (1976, 
pp. 47-48, 106-109). Es ta es la distribución normal 
o la distribución clásica de Gauss. La canúdad h fue 
llamada la "precisíón" por Gauss. En la notación 
moderna, h 1 = lj2al. y entonces k = lj...r'[rra, de 
modo que f(z) es la densidad de probabilidad 

f(z) = -1-exp [- L] 
.j"2ia 2ol 

(6) 

En esta forma, o2 es la varianza de z, y o se llama 
error estándar de z. 

Si se usa (6) en (4}, entonces 

P= ( -1-)n exp [ - _l_¿(y,- - t)l), 
�o 2a1 

la cual es un máximo cuando 

Q = r.(y¡- ��)� 

es un mínimo. Así, el valor más probable de 6 en ( 4) 
es el valor e que hace Q un mínimo, do nde Q es la 
suma de los cuadrados de las diferencias de los valo­
res observados y; y los valores verdad eros�¡, cuando 
se as u me que los y¡'s son igual m en te precisos. Este es 
el principio de los m ín imos cuadrados, como se dis­
cute en la Sección 3. 

Cuando los y.-'s t ienen precisiones diferentes, me­
didas por sus errores estándares o¡'s, el resultado son 
los mínimos cuadrados ponderados, también obteni­
dos por Gauss 

Si E= xa, como en el modelo lineal de Gauss (2), 
entonces Q =(Y- X9)'(Y -X�), Jas ecuaciones de 
los mínimos cuadrados son x�e = X'Y, con la solu­
ción a= (X'X)·-lX'Y, como se áice en Ja Sección 3. 

Gauss redujo la forma cuadrática Q=(Y-X9)'(Y-X8) 
a una suma de cuadrados de la forma Q == 'Edj¡cxj + 
una constante, la cual es independiente de las O!'s, 
donde las O!'s son funciones lineales de las 0 's. Por Jo 
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tan 1.0, b a's son ,·.u-i:.�b lts aleatorias independientes 
nonnal<.:s con rncdia n:ro, y el error estándar de a,· es 
ofd;;. lJc estos hechos, se sigu e que los 8's tienen 
una dislribució11 normal alrededor del valor más pro­
bable e. y e 1 e: rrur estándar de O; es u..J(iJi, donde aij 
es el clcmcn•.tl (i. j) de A ·• =(X'Xfl. Los detalles ma­
temático� de los métotlus y los result ados de Gauss 
pu eden obtenerse de Seal (1967). 

La inlerpretación rle este resultado dado por 
Gauss c:s que In t·vi<.lencia acerca de 8,- contenida en 
todas las ob�crv.:lciones y1• y2 • . •  : • Yn <: s equivalen te 
a la evidencia l:ll la medida sola O¡ con una precisión 
ljv'(iii veces la precis ió n de las observaciones origi· 

n aks (eso es, con UJl error eslándar de .J'éíFo). 

El consejo de lnve¡tigacion v Estudios de Posgrado de esta 
universidad, órgano integrado por invertigadores v profesores 
de posgrado de las diversas escuelas v departamentos de la 
mlama, resolvió por unanimidad publicar un bole-dn que alr· 
viera de canal de comunicacl6n entre el Consejo y los univer· 
sitaríos de esta ins1itución, de tal manera que tlstos conocieran 
los acuerdos del propio Consejo. las actividades de la Secreta· 
rla de lnvestigací6o v Estudios do Posgrado v los resultados v 
Ollado ac1!Jal de la inv&nigación en la UAP. 
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5. Discusión 

a) Aunque Legendrc: también consideró Y= X8 +e, 
él se limitó al principio de los mínimos cuadrados 
como en la Sección 3. Según Seal (1967), el método 
de Gauss discutido anteriormente fue el primer tra· 
tamiento estadístico del problema. Esto significa, un 
tratamiento que usa explícitamente la dlstribución 
de la probabilidad de los errores e¡. 

b) Hay una controversia extensa en tomo al uso 
del teorema de Bayes (4). Esta se centra alrededor 
de la validez de asumir que cualesquiera dos valores 
de un parámetro () son igualmente probables (o de 
hecho asumir cualquier otra distribución de proba­
bilidad de O) cuando nada se conoce acerca de 8. Es­
to es, la ignorancia acerca de O no puede tomarse co­
mo base para asumir una función de densidad de 
probabilidad f(O), la cual produciría afirmaciones 
precisas e información exacta acerca de O. Sin em­
bargo, el desarrollo de Gauss arriba discutido es aho­
ra un método estándar de algunos libros de estadís­
tica. 

Es interesante notar, sin embargo, que Gauss no 
dio a sus resultados una interpretación bayesiana. 
No habló de probabilidades ni de precisión del pará­
metro e •.. las cuales se obtendrían directamente de la 
distribución normal de 9 producida arriba. De he­
cho, dio a sus resultados una interpretación estándar 
de fre cy. cncia cuando habló de la precisión del esti­
mador 8¡, como se dijo al final de la Sección 4. 

e) Los cálculos de Gau ss  se han convertido en el 
álgebra lineal estándar en los libros de texto de re­
gresión. Una gran parte de la regresión lineal y los di­
seños experimentales, los cuales constituyen la base 
de una buen a  parte de la estadística moderna, de­
penden de la descomposición de Q en términos de 
sumas ortogonales de cuadrados. 

d) El método de estimación definido por las 
ecuaciones (5) se llama hoy la estimación de máxi­
ma verosimilitud. Es el método de estimación que 
se usa más frecuentemente. Ver Edwards (1974) pa· 
ra la historia de má xima verosimilitud. Este método 
fue desarrollado por Fisher, por ejemplo, Fisher 
(1922. 1925, 1935). Ver Sprott (1984). Gauss deri­
vó los mínimos cuadrados como un caso especial de 
máxima verosi m i l itud, apropiado cuando la distribu­
ción de los errores es normal, o, igualmente, cuando 
la media aritmética es el "mejor'' estimador del pará­
metro de posición. Cuando esta distribución no es 
nonnal, varios ejemplos muestran que la lógica de 
arriba no produce los mínimos cuadrados, pero el 
método de máxima verosimilitud (5) es todavía apli· 
cable. Tal vez el ejemplo más famoso es el obtenido 
cuando los errores tienen la distribución de Cauchy, 

f(c)= .l-1-, e=y-0. 
1r 1 +e2 



Esta es una distribución simétrica como la d istribu­

ción normal, pero con mayor concentración en las 
extremidades. Esta diferencia tiene consecuencias se­
rias, una de las cuales es que el estimador de los mí­
nimos cuadrados, la media aritmética y. es ca si el 
peor estimador posible de O, puesto que es equiva­
lente en precisión a una sula observación. 

Con la capacidad de Gauss de generalizar, es tal 
vez sorprendente el que no haya abandonado la su­
posición de la supremacía de la media aritmética y 
haya examinado otras posibilidades. La razón de ello 
es quizá que las distribuciones continuas, a excep­

ción de la normal, no ocurrlan en tonces en la prácti­
ca. Más probablemente, fue porque más tarde aban· 

donó completamente el método de .lrriba por un 
método no-paramétrico, el cual no impone ninguna 
suposición sobre /(e) otra que una media de cero y 
una varianza finita. Como dijo en una carta a Bessel 
(Piackett, 1972, p. 247), no le pareció can importan­
te determinar el valor de un paráme tro desconocido 
para el cual la probabilidad es más grande, aunque 
infinitamente pequeña . (Una distribución continua 
de una variable a lea toria U asigna una probabilidad 
de cero a cada valor específico de U) Le pareció 
más aprop iado usar un m¿todo que mitiga tanto co­
mo sea posi ble los efectos malos de los errores e¡ de 
las observaciones. Eso condujo a su segundo método 
de los mínimos cuadrados. 

6. La teoría de Gauss: el segundo 
enfoque (1821, 1823a, 1826) 

6.1. El segundo método de Gauss se incluye en tres 
artículos largos, ''TheorÜl Com bínationis Obseroatio­

num Erroribus Minim is Obrwxiae" (Parte 1 ( 18 21), 
Parte 2 (1823a), Suplemento (1826)), que fueron 
presentados a la Sociedad Real de Gottingcn. En es-

tos artículos Gauss abandonó el método inferencia! 
de la Sección 4, que involucra ''metafísica", como lo 
describió en la carta a Bessel citada arriba, por un 
método basado en una teoría de la decisión. 

Comenzó la Parte 1 comparando el p roblema de 
la estimación de un parámetro desconocido con un 
juego en el cual una pérdida se teme y no hay espe­
ranza de ganancia. Cada error cometido se considera 
como una pérdida que se sufre. La indeseabilidad re­
lativa de tal juego se mide por la pérdida es perada, 
esto es, por la suma de los producto s de las varias 
pé rdidas posibles con sus probabilidades respectivas. 
Definió como conveniente, aunque arbitrario , la pér­
dida como proporcional al cuadrado del error come­
tido. La pérdida esperada es entonces et error cua­
drático medio. 

Estas ideas son formuladas en la teoría de la deci­
sión modema. En la teoría de la decisión hay una 
función de pérdida, la pérdida esperada es la función 
de riesgo, y el objeto es hacer el riesgo mínimo. En 

el caso de los mínimos cuadrados, la función de eér­
dida es el cuadrado del error (O - 0)1, donde {) es 
cualquier es timador de 8, y la f:!.¡nción de riesgo es el 
error cuadrático medio, E(B - () )2• 

6.2 Antes de introducir el problema de los míni· 
mas cuadrados, Gauss comenzó la Parte 1 con una 
discusión extensa de \'arios tópicos estadísticos, in­
clu yendo las propie dades de medias, varianzas , pro­
pagación del error, etc., la mayoría de las cu ales apa­
recen en los libros de texto elementales. Notable en­
tre estos resultados es la desigualdad 

Pr[l x- 8( �A.a] � 1- A.f../3, 'A-" 2/-/3. 

� 4/9X2, X� 2/../3, 

válida para cualquier distribución simétrica con una 
sola moda (y media) 8. Esta desigualdad con A. = 2 
implica que la proba bilidad de que ."< caiga en una re­
gión de dos errores es tándares de fJ es por lo menos 
.89. Alternativamente, para cualqu ier valor de x ob­
servado, un intervalo del 89% de confianza de {) se­
ríaalomásx± 2a. 

6.3 Regresando a los mínimos cuadrados, el mo­
delo es el modelo lineal de Gauss (2), Y = X8 + e, 
donde X, como antes, se asume conocida sin error, y 
los errores er son variables aleatorias independientes 
con media O y ''arianza o�. Aunque Gauss no empleó 
ni la notación ni las propiedades de las matrices, los 
cálculos se simplifican y acortan mediante su uso. 

Para estimar e, Gauss asumió que los errores e¡ 
eran suficientemente pequeños de modo q ue sus 
cuadrados y po tenc ias más altas eran despre ciables. 
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, limitó con­
sideración a Jos estimadores é qu1: son funciones li-

� n 

neales de las observaciones, 8¡ = I; citYi• j = 1, 2, .. -, k, 
• i.,l 

o en la notación matricial, 8 = CY. 
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'l'am hi�n. cuandt> las ubscrv;.u.:im\cs son sin errores. 
e = o. bs t·�uaLioncs y= xe Ol'UCn ser consistentes. 
:tsl' 1:1 Stllllt:it'll\ (.'S el valor vcrda_?ero de e (Sección 2). 
Pt�r lo t.111tu, se requiere que e= eY = CX9::: 9, lo 
cual i r1 1 plic1 la cundíción CX = 1, donde I es la m a· 
tri� t.k idmlidad kxk. 

El lcorcma �lásit.:o de G;;¡uss sobn.: los m ínim os 
cu.ulr.l<lt>s t's cntonccs: 

"f(·orc·ma: Entre todos los estimadores é de a los 
�u;dn son !'uncio11t:.S lint:alcs c..lc las observaciones, 
e =CY. tal quceX=J, dundc 1 es la m a tri?.. de idenlidad 

/; xl:. el nrur cuadratico medio es un mínimo cuando 
e= (X'Xr' X'. esto es, t.:uando e= Éi = (X'Xt' X'Y, 
el t'SI imac..lor de los m inimos cuJ.drados. 

l1ntd1!': l.os ctron·s cuadrá.cicos m ed ios requeri­
dos. fi.(()¡ ::- o)r. �un los dcmcntos diagon ales de la 
matriz .E(6- 6}(e- 6)'. Pun�aA=X'X,B=A-1X1. 
Put:.sto que eX"'"I. se sigue quc�E(e- 6}(é-e)'=ce'o', 
y (e -B )B' = O. ror !o tantoCC'=BB'+(e-B)(e-B)r. 
Pno lns .:kmc.:ntos diagonales de una matriz de la 
ft�rma (e - B}(C - B ) ' son sum;�s de cuadrados. 
;\SÍ, bs Sllm:IS de los Clt�Hir:.td.OS requeridos CC1 
s�.:r:'u\ Ull mlnimo cuando e - B.= 9· por lo tanto 
e=B=K' X1=(x:x'r'x'. Esto da e==e=(x'Xr' x'Y, 
el t'slimador de lus mínimos cuJ.c.lra.dos. Además, los 
t:n'tli'Cs cuadr:íticns medios son los e le m en tos diago­
nales de ee'a� =A-'X'XA -lo� =A-1 01, como en la 
SL'cci(m -L 

6.4 Cn la pane 2, Gauss exprcsú el parámetro eco­
mo e� é -A-1 X1e, don de 6 escl estimador c.le los mí· 
nimos cuadrados de 6. Esto se sigue de e= A:-' X'Y = 
A-1 X'(X6 + e ) , y produce E( a - 6)(6 - 6)' = 
A-1X'E(ee')X.K' = A-102, de moclo que la covarian­
za entre fJ,. y h¡ es aiio2, el elemento (i.j) c.lc A-1o2, 
aunque no le dio un nombre. De esto, mostró que el 
estimador de los JTlÍnimos cuadrados de una función 
lineaJ de los parámetros, a:= L.y¡O¡, o en la notación 

1 O elementos 

matricial, a:= G16, es la misma fun <..:iún lineal de los 
estimadores de los mínimos cuadrados, ex= G'O, con 
la varianza o� = 'Lí:.g¡g¡(l.ija= =G'A-1Ca2• Esto ex· 
t iende el dominio de aplicación de los mlnimos 
cuadrados a todas bs funciones lineales de los pará­
metros. Seal (1967) dijo que este resultado se pensó 
que era nuevo en 1938, (David )' Neyman, 1938), 
donc..le se descri biú como una generalización del teo­
rema de �larkuv (ver Scccjón 8.3.1'). 

La ecuaci,'>n & =a -A-1X'e expresa el parámetro 
e explícitamente como una función de la variable 
nlcalon·n e. Aunque Gauss no hí�o más uso de ella, 
es posible considerar a e .;omo una variable alcato· 
ria, sobre la cual pueden ser hechas afirmaciones de 
probabilidad sin el uso del teorema de Baycs (Scc­
LÍones 4, 5 ) . Esto conduce a los conceptos de la pro­
babilidad fiducial, (Fisher, 1973), y la probabilidad 
estructural ( Fraser, 1968). 

6.5 Gauss entonces derivó algunos resultados 
sobre la suma de las desviac iones cuadráticas� 
Q = (Y - xe)1 (Y - X9) de la �ección 4. El estima· 
dor de los mínimos cuadrados e hace Q un mínimo. 
E.\ mínimo_ resultante es Qm =(Y- XB) (Y- Xe) = 

yr(Y - X6); Qm se llama la suma residual o suma de 
error de los cuadrados. 

Si la comp onente 81 del vector ese mantiene cons­
tante mientras las componentes 02, 83, . . •  , ()k varían, 
entonces Q puede tomar un valor mínimo relativo 
Qr. Gauss mostró que si (Q .. - Qm) :S;; c2, entonces 
(81 - B1 )2 � anc2 = c1o1 fo1. donde o82 es la varian-

• 
"1 ) 

za de 81• el estim ador de los m(nimos cuadzados de 
81• También, sí a= L.g,8,- = G'6 se mantiene constan­
te, y en o tros respectos los O's se dejan variar, el mi·· 
nimo relati\'O correspondiente Qr de Q es tal que 
(Qr - Qm) � c2 implica (a:- &)2 � c2(G1K1G) = 

clq}fo2 de la Sección 6.4. Gauss no pareció usar es­
tos resultados, pero forman la base de pruebas d e  la 
sign ificación moderna en regyesión. De hecho, para 
probar la significación de los valores específicos de 
un subconjunto de los 8's, el mé todo estándar con· 
siste en calcular !a razón (Q• - Qm)/Qm correspon· 
diente. Bajo el modelo lineal con errores e¡ normales, 
ésta es proporcional a una razón F cuyo valor numé­
rico determina el nivel de la significación. 

6.6 Supongamos que un valor adic ion al y,+ 1 se 
observa, para el cual el vector de los valores de x es 

X= (x(n+l)l· X(n+l)2· . . . •  -'<(n+lj�). Gauss mostró 
que el est imador de los mínim os cuadrados basado 
en todas las (n + 1) observaciones es 

donde M =A-1 x' , .w = xA -• x' = xM (que es una can­
tidad escalar), y 9 es el estimador de los mínimos 
cuadrados basado en las n observaciones originales. 
Mostró también qut: la matriz de covaríanza de e· es 



QJtl :::(¿m +- (.x:a- ."n + 1 r /( l + w). 

Ellta� fúnnub� pcnnitcn 1:! incorror;¡cii>n de una 
nucv� obscn·;¡ci<.>ll sin tcnc.:r que c:dudar de nu<::1'o el 
estimador, su ,·arianz:t, y b )Luna mínima rc.:slllt;llllc 
de los (u;u\r:..dos del qJ11jun1n cnmpkjn d<.: bs �CU:.l­
ciones de los ul lnin i • IS cu:Hir:�<los. Estn o. los r..:sul-
tados e· A-1 ,. ( ),, de los cíkulos \":t hct:hiiS con b:, , • •  ""' 1 
n obscr\'aciones origi naks pu(·dcn IIS�I I"$C e 11 bs r C>f-
mulas simpln de .JITilu. p:tr:..t ubt<::ncl" hs <·:11Hicb.dcs 
revisadas e 1' A-·. y Q� basa d.!S 01 l nd:.�s hs ( Jhsn­
vaciom·s, si11 tener que im·cnir otr:1 I"C/. un:.t rn<:�triz. 

Estos resultados forman b h.1se de los 111 l11imos 

cuadrados rccursi\·<•s. Fu<.:rtlll (¡hten idos ¡><Jr Yt!Uilg 
(1974, ecuaciím 11 ) . qui<.:n l"s :1trilwyt, :1 Pbckcll 
(1950). Pb(kcll t.:ollsider<'> el c•�•J �encraJ donck las 
obscrvaóonc.:s aclkit•nalc� ocurr<.:1 1 en c•>njun tos de 
s > 1, y cit<'> ;¡ ( ;;lltss [H >r haber pn.:s<.:nt:.d< • I:.J 3 l"úr­
mulas llCCcS:ll i:..; lll<:llCÍilll:..td:ts :\rl·ik!. Youll� ( 1 97-l) 
también JcsGilw 1.1:\ apli<..::H:iones de los nH'·t••dos n:­
cursi,·os al prohkm;, de b t'sLÍJnacÍI.,Il de b órbit�� de 
la Misiún i\polo. Según Ynung. cstns métodus re· 
cursi\'os, no sólo in ic iadns sin n di'S:Jrro liados cnnsi­

derahklllc:nte por (;..�uss, jueg.111 un p:1pd import:mtc 
en ht!: misitmn espaciales de hoy. 

6.7 Las ldtim;LS secciones (k l:t Parte � tratan ck b 
estimacit'>n d1.· b cmtidad n ([ll<.: ocurre en lOdJs b:; 
fórmulas anteriores. El llH�todo usualmente cmplc:..t· 
do hasta entonces conducirla .1. ,,((¿_,njn <:omn t'l esti· 
mador de o. G;J\Iss not!'> 4llt: VQm/11 es cl<.:mJsi;tdo 
pequci)o <.'omo \111 cstim:..tdor de u puc.:slo que, si 6 
fue m conocido. <:1 rstim adur de o ser ( ..1 ,! Q)11. y 
Q"' < Q, ;.¡ llll'llllS que 8 = e . �h\SITC.l que /:'(Q ... ) =:: 

(n- /,·)o:, y asi recomcndi) \ISJr {; = JQm/{11- 1<) 
como el estimador de o. Ta1nbién c alculó su cn·or es­
tándar, y not•'J qur cuando los e¡'s tienen la distribu· 
ción normaJ, <.:stc.· error est.índar es d error cstilndar 
de la suma de (n-k) crrnres indcrcndicn tes ck e,-. Es· 
lo se relaciona con lol> rcsult<.�dos distribucionalcs en 
la teoría de la rcgn:sión du11d� los L'rrores e¡ se asu­
men tener una distrihuci<')n 11n1 mal. 

6.8 El Suplemento tr:..tta de la estim;:rción de los 
mínimos cu:.�dradu:> cuan de, hay restricciones sobre 
los parámetros. Es¡n:cíficamc:.:nrc. Gauss asumió que 
X= r,, de OH)(Io que hay ll pMámc u·os �� == 0¡. " 
observaciones Yz = tJ + ''i· y r rcstricuones lineales 

11 

I h./11 = O. li = 1, Z . . . . , r. o en la notación mJtri­
f•l 
cial, Fe = O. l::ntonces, cn t rt· las l"unt: io nt:s line :�  les, 
el estimanor & = � CJ¡ O/ es L:1 estimador con el error 
cuadrático medio 111 ¡'nin1o de o: = � g.fJ. sí los 8.,-*'s • , r 
son los estimadores de los 111 lnimos cuadr:�do' ele los 
B¡'s bajo !as restricciones Ftl .= O. Adcm;Ís, el cstim<�­

dor corresponclienlc <le o es a= V f2n /•. 
Este métodtJ rerlnitc fácilmcn LC LraLJr con el m u· 

deJo gen<:r.t) Y= X6 +e de [;15 seccil)ll<.:S ;tntCrÍorcs 

bajo las restricciones Fa = O. Eso forma la uasc dd 
an.ilisis de \"aTJ:ln"Za discutido hoy en lo� <lisl·lios c;.;­

pcrimentaks. 

7. Otras contribuciones de Gauss 
(1803-1809, 1816, 1823b, 1824-) 

En la segunda de estas corHribucioncs ( l816),_d ele­
terminó el estimador de m á;.; ima \'Crt.lsimilitud Ir dt' b 
precisión h = lf../2o de la distribución normal. Obtu· 
\'O los intervalos de prohabilidad de 50� <.lcl error 
probable, .67+4897a, mccliantc el uso ele una apro!o.Í· 
m ación normal a la distribución <k sk = � j  ,·)[ �. /<. = 
1 ,2, .. . ,6. El artículo •s interes:mle particubrmentc 
porque mostró que el e:;l1mador obtenido en �2 es el 
mis preciso en el sen! ido de que pr•>du,·c c.:l inlL'rv:..tlo 
de 50<;'é- más corto. Con s2' l 00 <.:rroi'L'� observados 
,.,. producen la misma precisíi>n (esto cs. el ÍIHcrvalo 
de probabiliuad de 50�-¿ de la r11isma anchura) que 
li-t errores observados con 51, 109 con 53• 103 
con S.¡, l 7 8 con Ss, y 2 51 con Sñ. 

Fishcr ( 19�0) redescubrió estos hechos, y Jisló b 
propiccl .. H) Jc b sul"icien<.:Í:J. mcdí;ml<: la cual Sz [Hit.:· 
de decirse que cuntícnt• tuda la informaci<�ll1 de la 
muestra sobre a en la distribución normal. es decir, 
52 es suficiente par:t !J cstim:.:�ción de o en la distri­

bución nonn:�l. En el 1nis n 10 <.:aso (�ccció11 -1). el es· 
til)'lador de los mr"nimns cuadradus e, qut.: <.:S el esti· 
mador de máxim:-� \"<.:rosimilitud, es �ufÍ<.:Íl'nte para 
e, y por lo tanto contiene toda la infonnaciéln de la 
muestra sobre 9. 

El úllimo (1824-) de lus arLiculns ck arriba t.:!' intt·· 
resan te como un ejemplo rk lt �� rn lnimos cuadr:..t dos 
oonc.lerados. Los en-ores esd.nd.nc� a,. de los C!Tnrcs 
�¡ se ::�sumieron proporcioruks a la raíz cu_adra((;¡ del 
tícmpo que tran:;currc entre dos observacroncs cn c:.:l 
problema de dctermin:.1r la kmgitud mediante un 
e ron ómcrro. 
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8. D is c: u s i i">n 

8 . 1 L.• ,·m ic1 m a nera en que los l ibros de to:: tu de es­
Lad(s t ica  agregan al¡!_o : 1  b teoría an terior de G at 1 ss 
(S ( I J  1 : 1 !'  pruc b:1s cspcc ífic.ls de l a  hipót c::; is l ineal 
ca = o. y éll l:i teoría e xact.J <:l>rre sp ond iente de las 
d istr i  bu cinncs �•s< •c iadas con errores q u e  tienen b d is­
t rihuc Í I.H l no nn:t l .  esto cs. bs d Js t r í bncioncs 1 ele S LU ·  
dt: n l .  F. , . x : .  

8 .  2 V:dc la pe-na hacer no tar l:ts d i ferencias e n  b 
_({CIH.:r;d i d:i d c•Hn: lo� Jos méwdos de bs Secci,>ncs ..¡. 
�- 6 de los m ln inws cu:.�dra dos. E l  r •·imero es m ás 
rc � r r i c t i \·o por e l  h e c h o  de que los e norc s  , .,. deben 
t e n er b dist r i!Juciún n ormaL pe  ru ;_¡ su \ 'CZ 1 iene u n  
mar,;o m:Ís ::un p i  io  1me sco que p c nn i  te 1:1 cons idera­
ciún <k cu :Ucsqu icra func iones t(e). El ú l timo méto­
du e s  l l l :Ís gcm.·r:d por e l  hcchn de que l o s  e rrores 
puc<kn t e ner cualq u ie r  djs tr i b uci<'m .f(c) c on m e dia 
cero y v:lf ianza fí n i t a ,  pC'ro e s  m:ís l i m itado p ues tl> 
CJ lll' res tr inge la atención :1 bs run ciones � = xe que­
son l i l l l·:t lcs ( :.t pro .-..;:j maJamc n t e )  en e.  

8. �l l .a prcsc tlt. ll: i /)n l llo<k m :.t  d c  I J  est i m ación di­
fi e-re de b <k G a us s  dis<.:u t ida an teriorm en te e n  V::l­

ri�•s :IS)K<:\OS dcS;I fo r t u n a d tlS . 
8 .3 . 1 G : • uss j u s t i l'j..:ó la r�.:s t ricci ó n  a lo:s est imJdo· 

res l i nc:.�ks nH.:d i::11\ L t:  la suposic ión dc q u t  los e rrores 
e ran su ricíc n [ L' Il)(' t1 le pequciws ele m odo que sus 
c uaJra Jos y p< > l t: n cias m;ÍS al tas p u d i eran ignorarse. 
L.JS ·IJ > I i caciom: s  ck Gauss ru�tOil en los tópicos de !a 
a strnn on1 1':.. y en b geodesia donde lJ.S medid :.. s tiene n 
u n  a l to grado de precisión . A l  con trario . IDs l i bros Jc 
LC � t o  dl: estadÍs t ica m n dcrnos llti liznn rrc <.:UCntC· 
m en e e  lus  cst i m3dorcs l i neales so lo por conven iencia 
matcm átic• y no por causa dt' bs propiedades c icn t í ­
! i cas Jc bs o bscrv:Jciuncs. 

8 . 3 . 2  Gauss subra\'Ó que e l  cri tl: rio del  en-or cua­
d r� l icu m ed i o  es arb i trario . Pero. no te que bajo la 
cond iciún d� que los errores t '¡ ::.can su fici e n temente 
pcqucl-WS . de modo que los es t i madores pueden ser 
l in eak: s , e n tonces cualq u i e r  fu nciún de pé rdida pue· 
de apro xim arse local m e n t e  por t i  error cuadrático 
medio.  Sin e m bargo, muchas prese n tac iones m oder· 
nas punen demas i a do én rasis en el cri t e rio de l e n-or 
cuadr á t ico medio,  elevándo lo a la caLegorÍ::.I de u n  
con cep to básico en l a  teoría de la  <:s t imación es ta­
díst ica. Ver. por ejem plo , B e rkson ( 1 980 ) .  

8 . 3 . 3  La co n d i ción CX = 1 de l a  Sección 6 . 3  es 
una condición de consisLcn cia. y puede l lamarse l a  
con djc i ó n  de cunsis tcncia d e l  enor . Esto la d isti ngue 
de o tros crüc:rios de cons is tencia , como el de consis­
te ncia de Fisher. E l  obj e to de los criterios de con ­
s istencia e s  id e n t i ficar e l  pará me tro q u e  s e  estima. 
E sto es ,  O debe e s t i m ar 8, y n o  alguna o tra fun ción 
g (8 ) . Por ejemplo, s = .J"E(x¡ - x)2jtt est ima o ,  y no 
a2 ó 1/a ;  1 /a se estima por 1 /s .  y no p or s ó s2 . 

Sin embargo, la condición eX = 1 se ín terpreta 
usualmen te para i m plicar que Ga uss buscaba lo s esti · 
m adores inusgndos, E(B )  = e .  Pues to que ex ::: 1 i m ·  

1 2  elementos 

p l ica qu e el escim ado r S es insesgado (E( 6) =E (CY) = 

E(C.Xe + Ce )  = ex e =  e ) , el es t i m ador  de los m t'ni­
mos cuadradus e s  por c ierto insesga do. Pero ,  b nece­
s i dad de i n sesga m i c n to no es en ge neral ra¿ onable, 
porqu e hay eje m p los donde todos los valores c¡ue  to­
ma el est imador insesgado 1Í 1 1 ico sun imposibles .  Por 
ejc m pk) ,  su pong;,¡ que ar t ículos tales co m n  bulbos 
elect rón icos fa l l an de acu erdo a u n  proceso de Poi­
sson a razún ). , �- <¡ lh� 3 f a l i as se han observado en una 
unidad de t ie 1 11 po. En t onces , e l  cs t i l l'l a.d or i ns�sgado 
ún ico de e :::: e x p  ( -4/.. ) ,  e l  cual  es b p robabi lidad dt 
que u n  a r t íc u lo csp <.:c i ficado tenga u na d u ración ma­
y o r  Jc -! tm idades de t i e m p o .  es · 2 7 .  Puesto que 
cualquier pr obabi l idad debe e star c n m: O y 1 ,  este 
esti m a d or t o ma u n  valor i m p os i ble y p.-; r  lo tan to es 
absurdo . Adem ás, puesto q u e l lO hay o t ro e s t imador 
inscsgado, es ta d i ri c u l tad es sobmen te el res u l tado 
d e  requ erir  que el es t imador sea inscsgadu. Tale� 
eje m p los no son raros . 

El que Gauss no b1.1scara los  est im adores inscsga­
dos parece evi den te por el hech o  dt: que el estima· 
d or á de o de la Se�ción 6 .  7 sugerido por Gauss n o  

es í n se sgado. 
8 . 3 .4 La teoría pre sentada an tel"iom, cnte se cono­

ce usualm ente com o la teor ía de Gau ss-�farkov. Pero 
parece que 1\hrkov no p ro d ujo n ada nuevo sobre los 
m 1'n im os c uad rados. Su nombre se asocia con la teo · 
r ía ap aren temen te porque su pmeba de  1 9 J  2 fue 
pen sada corn o original por Neyman { 1 9 34),  ver 

Placke tt ( 1 949 ) ,  Scal ( 1 9 6 7 ) .  aunque en La discu­
sión del a r t ículo de Neym an , Fish er indicó la prio· 
r idad de Gauss . 

/ 
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8 .4 Hay varios desarro llos modernos e n  l a  te oría 
de Gauss que tiene n utilidad d udable . Un o es la esti­
mación median te el error cuadrático m edio m ínim o .  
O tro es l a  teor ía d e  los m e.i ores estimadore s l i neales 
insesgados o B LUES (�n ing lé s ,  best lin ear rotbinsed 
estim n tes ) .  Y otro es la teoría de b estim ación inses­
gada con varianza u n i fonn em cntc m ín im a  o UMVU 
(en inglés , u mform ly m inim um vnria n ce u n b iased) . 
Las di ficu ltades con é s t o s  son las  siguien Les. 

a ) No es po s ib le en general m inim izar el error 
cuadrát ico m edi o , u otra fu nción de pérdida ,cuando 
se dan solam ente la fun c i ón de pérd i d a ,  las  obsen--a­
cione s ,  y su distr ibuc ión , Barnard ( 1 97 7 ) .  Por l o  
tan t o . una teon'a basada snl aJlH:n tc. e n  el  error cua­

drat ico m e d io m í nimo no p uede ob tenerse . Esta  es 
tal vez la razón de que las condic io ne s de l ineali dad 
o insesgam ien to se imponen , las cuales conducen a 
los esti m a dores B LU ES y UMVU .  

b )  L;¡ necesidad d e  l a  l i neal idad o el i n sesgam iento 
e s  en ge neral  demasiado l'Cst.r ic t i  va , puesto que puede 
dar lug<�r a est imaciones q u e  t O m M  va lores i m posi­
b les, c om o  se ej empl i ficó a n ter i ormen te . 

e) Si O es u n  est imador i n  se sga do de 8 ,  g {O }  n o  es 
en general un estim ado r i n sesgad o de g (O ) ,  a menos 
que g (O ) sea l ineal en () . 

d) La var ianza n o  e s  u na m ed ida adecuada de la  
prec i sión de u n  es t im ador é ,  a m en os que é tenga la  

dist ribución n orm al , Fisch er ( 1 9 3 5 ,  pp. 4 6 , 8 2 ;  1 9 73 , 
p .  1 5 8 } .  Ver Spro t t  y Viveros ( 1 984,  1 985) . 

8 .5 Los desarrollos más i m portantes de l a  Leoria 
de Gau ss p arece r lan se r la te or (a de la dec i sión y la 
reorla de la est im ación de R .A.  Fisher. Estas son dis­
cu t i das  por Spro t t  y V iveros ( 1 984) . En el método 
de m á x i m a  verosi m i l i tu d  ( Sección 5 .4 )  los dos obje­
tivos d e  G au ss so n ,  en cierto sen tid o , re concil iados ,  
Fish c::r ( 1 9 3 6 ,  p .  249) . E n  lu gar d e  m a x im izar las 
probab il i dades de o .  t odas las  cuaJes son in rin i ta m cn t e  
peque ñas,  como Gauss obje t ó  (Sección 5 .4 ) , máx im a 
verosim i l i tud m ax i m iza u n a  nueva m edida de i n cert i ­
dumbre l lam ada verosim il i tud , la  cu al no e s  infinita­
m e n t e  pc::queña. A demás m in imiza, por lo m enos 
asi n t ó t icam c n te , el e rror cuadrático m edio (o varian. 
za) . Ver Sprott ( 1 984) .  Com o se disc u ti ó  anterior­
mente . cuando los errores tien en b distribución 
norm al . l a  est im ación de máx im a verosi m il i tud e s  
ta m b ién l a  es tirn ilción d e  l o s  m ínim os cuadrados 
(Se cc iones 5 .4, 7 ) ;  así cu an do las funciones son li­
neales , m a x im iza e x actam en t e los errores cuad ráti ­
cos m edio s .  Tal m h o do conduce a las  consi derac iones 
de la consistencia (Sección 8 . 3  . 3 ) ,  la su licie n c ia ( Sec­
ción 7 ) .  la verosim il i t u d  (vc.r Spro t t  1 9 84) , y los con · 
cep tos relacionados.  en lugar del se sgo .  l a  varianza ,  
y los errores c uadráticos medios .  

Un desarroU o  recien te es e l  a n áli sis del m od elo li­
neal de  Gauss do nde los e rro res e¡ se supone que 
tienen cualqu ier cti stribución espcdfica . E s t o  se 
relacion a con la i n feren cia con dicional y los  estadís­
ticos au x il iare s,  m é todos y concep tos desarroUados 

A n gelo Altieri Megale 

LOS PRESOC R A  T I COS 

Cualquiera que h aya in te n tado enseñar 
filosofía griega presocr;Í.tica en l os propios 
fragm en tos . sabe qu e la comparación cnoe 
disún tas versiones consti tu ye! una 

inestimable ay uda p ar a  desarrollar en los 
estudiantes la clara c onciencia de que d m undo 

griego es vertido al español de muy d.i
,
?crsas maneras. Esta es una 

razón adicional para ver en esu nueva versión un aporte m as a l a  

comprensión d e l  pensamiento d �:  los fu ndadores d e  la  filosofía. 

Gelasio Agu i l ar 

AD S O RCION Y CA T ALISIS 

El objetivo fundamcn ul del libro 
consiste en describir en fonna accesible 
las teorías básicas del fenómeno de la 
aillorcion y los métodos experimentales c lisicos 
para el esrudio de las propiedades de los absorbentes y 
ca l.a.lizadores. i'uimis mo , cx aminar el fe n ómeno catalítico sobre 

los cu erpos sólidos (catálisis hctcrogenea).  

Félix Contreras Aguirre 

MANUAL DE COME R CIO 
INTERNACI O N A L  

Por s u  expresión didáctica. éste es un 

libro destinado a cubrir no sólo Jos 
requerimientos de la academia sin o tam bién 

las inquietudes del lec tor no especializado. Estin aqu 1 
desde los c onceptos m� elcmcnl.a.les hasta l os pasos especificas 
del c omercio e x teri or : distintos c ódigos tan to para el comprador 
com o para d vendedor , cuadros y ejerrp!os ilustr.o.livos. etc . 

J orge B o u ton 

EL S I N TOM A  Y E L  SIG N O  

2 Tom os 

E.sta obra, destinada a estu dian tes de medicina 
del nivel cl ínico , es esencialmente wdáctica para l a  
enseñanza- aprrndizajc de l a  el ínica cotidian a .  Ha sido escrita 
practicamente sin bibliografla y sobre: la ba5e de u.na larga 

e.xperiencia de 30 año¡ en la docencia méwca. 
Toma com o base l a cUruca -d signo y el sin toma- como 

"lenguaje fenoménico " de l a cnfenn cdad y su cronol og í:�. ,  
ordenación y jerarquización com o orien tación diagnóstica. 
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por F i s h n  ( l 9:H; 1 9 7 :\ .  p p .  1 65 - 1 6 9 ) .  Los d e t ::d l cs  
pueden e n o n  1 r:Hst: e n  lb rn ;nd y S pro t l  ( 19  7 7 ) .  y 
t am b i(·11  desde u 1 1  ( H I I l l n  <k v ista d i fere n t e ,  en Fraser 
( 1 968) .  

9. Cond 11 siún 

Una m cdicb •k l a  :un pl i t u d  y b i H il u cn c i ::� ck b s con ­
l ribl lc Í • lncs de  G:H1ss a b est::� d \s t ic :\  e $  el h cc h o  de  
que  su s con t ri b u c io n es h :m conducido J b .  teoría de  
la dccis iún c.: :> t a d lst io . \\':del ( J 9 7 1 ) : :ti d i s�úo y an.:Í·  
l isi s L·:-: pcr inH ::n talcs .  Fisher ( 1 966 ) : y a u n ::1  Lcorl;l 
de la cs t i m ,trión csrad ls t ica , Fish cr ( 1 97 3 ) .  A unque 
h :tpl icaciún praé t ica  d e  b t e orla ck b decisión cs ta ­
cl l"s t icl t:d \"C/, n o  e s  l l i UY d r:un ática , l a s  apl icaciones 
pdct ic:�s de los d i sc1-w s c -: I H:: ri t n en t ollcs y de  l fl t c o ·  

rÍ: 1  de b cst inL1c i/m cst ad í�tica desarrollados por 

F i sher cst;in f� tera d e  duda . Los disci1 os experimen­
tales de Fishcr explotan total.rn cn tc las propiedades 
del m odelo l inc :1l de Gauss y los rn ln i m os c u a d rados. 
A m bos,  con la  teor\::1 general c..l e la i n ferencia estadls­
t i ca de f' i shcr.  fonn an u n a  estructur:� l ógica muy 
i n t eres a n te de la experim en tación y !a i � fercncia 
cst:ld tsticl q u e  tiene un u s o  p ráctico i n rn cnso . Es 
m u y  importantt" su brayar qu e l:is inwst i�aciones 
tcoricas de Gauss fueron respuestas :1 problemas 
prríctl"cos. Por lo t anto , tod:ts sus con tribuciooes a la 
estadíst ica m u est ran u n a  m ezc la en tre la t eon'a y la 
:1plicación la c u al es poco vista en nuestros d ías. 
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