LAS CONTRIBUCIONES DE GAUSS

o ‘b&
I B

A LA |

ESTADISTICA

David A. Sprott.*

1. Introduccién

Para ¢l progreso de las ciencias y las
matematicas es importante estudiar
en su forma original, o tan cercano
del original como sea posible, los
trabajos del pasado hechos por los
cientificos y matematicos eminen-
tes. Ver, por ejemplo, Fisher (1959).
Esta afirmacion se aplica igualmen-
te a la estadistica modema. Por es-
ta razdn, como se vera mas adelan-
te, es muy importante estudiar de
primera mano los conceptos y mé-
todos de Gauss. Gauss escribié en
latin y aleman. Sus obras sobre cs-
tadistica fueron traducidas al fran-
cés por Bertrand (1855), lo cual fue
autorizado vy aprobado por Gauss.
La version francesa fue traducida al
inglés por Trotter (1957). La pre-
sentacion de los métodos de Gauss
en este articulo se basa en estas tra-
ducciones.

Las contribuciones’de Gauss a la
estadistica se conocen bajo el nom-
bre de los mimimos cuadrados. Este
nombre, sin embargo, da poca idea
de la amplitud de su importancia
tedrica y practica. En el Libro 2,
Seccidon 3 de su volumen sobre las
orbitas de los planetas, Gauss (1809),
discutié Ja estimacion de los seis
parametros que determinan la orbi-
ta eliptica de un planeta basado en
n > 6 observaciones. Su segunda
exposicion (Gauss 1821, 1823a,
1826) fue presentada en tresarticu-
los extensos a la Sociedad Real de
Gottingen. Es claro de lo dicho por
Gauss en la intgoduccion a estos
articulos que €l consider6 este pro-
blema como muy importante.

*Departamento de Estadistica y Ciencias Ac-
tuariales, Universidad de Waterloo, Ontario,
Canada. Basado ¢n los artyculos del mismo autor
aparccidos co 1978 y 1588.
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No es mi proposito en este articulo mazar las
ideas del pasado con la intencion de asignar priori-
dades en sus descubrimientos. Los debates sobre
prioridades frecuentemente involucran interpretacio-
nes altamente subjetivas con respecto al periodo
exacto en que una idea especifica fue formulada. Es-
to requiere también el definir cudl es la idea exacta.
Por ejemplo, hubo (y hay ain) una gran comroversia
en tomo al origen de los minimos cuadrados. Legen-
dre fue ¢l primero en publicar acerca de los minimos
cuadrados en 1805, y fue responsable del nombre
minimos cuadrados (en francés, moindre carres). Sin
embargo, Legendre discutié solamente el priricipio
de los minimos cuadrados, como se discute en la
Seccion 3. Pero, como se explicara en las secciones
que siguen a la Seccién 3, fue Gauss quien desarro-
116 la teorya de los minimos cuadrados e hizo una
gran parte de la teoria estadistica hoy conocida bajo
el nombre de regresion lincal con el famoso modelo
lineal de Gauss. De hecho, en esta arca importante
de la estimacion, Gauss desarrolld tanto los funda-
mentos como las aplicaciones de la estadistica como
se encuentran cast hasta el dia de hoy, tal vez ain
mads avanzado que ahora. No todos los articulos que
hoy se escriben son contribuciones positivas.

2. E]l modelo lincal de Gauss

El primer enfoque de Gauss a los minimos cuadrados
sc incluye en su libro Theoria Motus Corporum Ce-
lestium y ocurre en su discusion del cilculo de fas or-
bitas de los planetas. El problema es estimar las k can-
tidades desconocidas 8' = (0,, 0,...., 0¢) que determinan
la orbita, llamadas pardmetros en la estadistica, basa-
do en n > k observacioncs Y/ = (y;, ¥, ..., Vs ). No €s
posible medir @ directamente; solamente es posible
medir funciones de 0, £, =§; (8),1=1,2,...,n.S)§
puede observarse sin error, Y =€, entonces después
de observar Y, & seria conocjdo numéricamente. Se
sigue que, seria necesario solamente resolver las
ccuaciones Y = g para 8, lo cual es posible puesto
que ¢l sistema de¢ las ecuaciones debe ser consistente.
Sin embargo, en la practica no es posible medir £ sin
error, asi las ecuaciones son

Y = §+e, (1)

donde e = (¢, e,...., €,) son los errores en las ohser-
vaciones Y (errores observacionales), y Y, €. y e son
vectores n x 1. Lanotaciéon A’ denota la transpuesta
de la matriz A.

En el caso especial, pero muy comun (por lo
menos aproximadamente), donde € es lineal en B,
£ = XZx;0;, o en la notacién matricial £ = X8, las
X;;’s se suponen constantes conocidas, (1) es

Y = X0+e; (2)
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X = (x;;) es una matrizn x , y 0 es un vector A x 1.
Este cs ¢] modelo lineal de Gauss discutido en los Li-
bros de texto de estadistica como la regresion lineal.

3. El principio de los mimimos cuadrados.

E]l principio de los minimos cuadriados consiste en
elegir cl valor de 8 que minimiza la suma de los cua-
drados Q = Z(y; — £)°. Asi 6 es una solucion de
0Q/36; = 0, j = 1, 2,....k. Estas son las ecuaciones de
los mimimos cuadrados

n

T (vi — E;)oki/00; = 0,

=1
De (2) donde € = X8, (3) puede escribirse como
X'X8 = XY, de modo que la solucion es el estimador
clasico de los minimos cuadrados 8 = (X'X)™' X"Y.
Como se dijo antertormente, han habido discu-
siones extensas en torno a la prioridad ¢n el desa-

J=1, 2,k (3)



rrollo de los minimos cuadrados, puesto que Legen-
dre considerd también (1) y (2) y produjo (3) y
6 = (X'X)™' X'Y. Legendre lo publicé en 1805 antes
que Gauss, quien lo publicé en 1809. Sin embargo,
es importante subrayar el hecho de que Legendre
enuncid solamente el principio de los minimos cua-
drados como se describi6 arnba. Gauss, al contrario,
desarrollé adicionalmente la teoria de los minimos
cuadrados, como se describe en las secciones siguien-
tes.

4. La teoria de Gauss: el primer enfoque (1809)

Si se asume que las observaciones son igualmente
precisas e independientes, y si la densidad de la pro-
babilidad del error ¢ es f{¢;), entonces la densidad de
la probabilidad de los errores conjuntos es

P=11 f(e) =11 &).

Suponga que todos los valores 6y, 0,,...,0;,sone
priori igualmente probables. Entonces, la densidad
de la probabilidad a posteriori de 8 obtenida me-
diante el teorema de Bayes (1763) es

f611=Cl1 fly—t) = CP, €=1/[Pdo, (3

donde 2 es el espacio del parametro 8. Ver, por
ejemplo, Sprott (1984). El valor 8= (0), 65, . .., 6x)
mis probable de B corresponde al maximo de P,y se
determina mediante las ecuaciones

dlogP/36;= ;31 [dlogf(e;)/de;]de;/36;

= — 2 [ (i B)If (i~ £ 108:/26;
=0, j=1.2,...,k (5)

Para obtener una solucién explicita 8, se necesita
especificar la forma analitica de f(e). Para obtener
esto, Gauss asumi6 que el valor mas probable de una
sola cantidad ¥ es la media j = (y,+y,+...+y,)/n de
sus valores observados. Para k=1, y ¢, =§,=..=£,=¢
en (1), las ecuaciones (5) se vuelven Z/°(y;— &) /f (yi—&)
= 0, y la solucion debe ser £ = ¥, por lo tanto
Zf(yi — ¥)/f(y: — ¥) = 0 para todos los valores de
n. Esta es una ecuacién funcional, cuya solucién que
maximiza a P es f(z) = kexp(—h*z?), Aczel (1976,
pp- 47-48, 106-109). Esta es la distribucién normal
o la distribucién clasica de Gauss. La cantidad h fue
llamada la ‘‘precisién® por Gauss. En la notacion
moderna, h* = 1/20%, y entonces k = 1//2n0, de
modo que f(z) es la densidad de probabilidad

=1
1) T=

2mo

2

exp [— 2 ] (6)

20?

En esta forma, 0° es la varianza de z, y 0 se llama
error estandar de z.
Si sc usa (6) en (4), entonces

1 1 ‘ 2
2 l' == l‘ s
V2mo 20? i = &%)

la cval es un maximo cuando

Q=3(y; - &)’

es un minimo. Asi, el valor mas probable de 8 en (4)
es el valor @ que hace Q un minimo, donde Q es la
suma de los cuadrados de las diferencias de los valo-
res observados y; y los valores verdaderos ¢;, cuando
se asume que los y;’s son igualmente precisos. Este es
el principio de los minimos cuadrados, como se dis-
cute en la Seccién 3.

Cuando los y;’s tienen precisiones diferentes, me-
didas por sus errores estandares g;’s, el resultado son
los minimos cuadrados ponderados, también obteni-
dos por Gauss

Q= ZL’(}’I - El‘)z'
(013

Si & = X0, como en el modelo lineal de Gauss (2),
entonces Q = (Y — X0)/(Y —X@), las ecuaciones de
los m‘fnimos cuadrados son X'X8 = X'Y, con la solu-
cién B = (X'X)'X'Y, como sc dice en la Seccion 3.

Gauss redujo la forma cuadratica Q=(Y-X8)(Y-X8)
a una suma de cuadrados de la forma Q = Zdj;of +
una constante, la cual es independiente de las a’s,
donde las a’s son funciones lineales de Jas 6’s. Por lo
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tanto, las a's son variables alcatorias independientes
normaies con media cero, y el error estandar de o; es
ald;;. De estos hechos, se sigue que los 8°s tenen
una distribucion narmal alrededor del valor mas pro-
bable 8. y ¢l error estindar de 60; es ov/af, donde aji
¢s ¢) elemento (1 j) de A =(X"X)™’. Los detalles ma-
tematicos de los métodos y los resultados de Gauss
pueden obtenerse de Seal (1967).

La interpretacion de este resultado dado por
Gauss e¢s que la cvidencia acerca de §; contenida en
todas las observaciones y,. v3. .. .. ¥, ¢sequivalente
a la evidencia ¢n la medida sola 6; con una precisién
1/\/aif veces la precision de las observaciones origi-
nales (cso ¢s, con un error estandar de \/EFTG).

El consejo de Investigacion y Estudias de Posgrado de &sta
universidad, 6rgano integrado por investigadores y profesores
de posgrado de las diversas escuelas y departamentos de 13
mlisma, resolvié por unanimidad publicar un boletin que sir-
viera de canal de comunicacién entre el Consejo y los univer-
sitarios de esta institucién, de tal manera que éstos conocieran
los acuerdos del proplo Consejo, las actividades de la Secreta-
ria de Investigaciébn y Estudios da Posgrado y losresultados y
ostado actual de la investigacion en la UAP.
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5. Discusion

2) Aunque Legendrc:también consideré Y=X6 +e,
él se limitd al principio de los minimos cuadrados
como en la Seccion 3. Segun Seal (1967), el método
de Gauss discutido anteriormente fuc el primer tra-
tamiento estadistico del problema. Esto significa, un
tratamiento que usa explicitamentc la distribucion
de la probabilidad de los errores ¢;.

b) Hay una controversia extensa en tomo al uso
del teorerna de Bayes (4). Esta se centra alrededor
de la validez de asumir que cualesquiera dos valores
de un parimetro 0 son igualmente probables (o dc
hecho asumir cualquier otra distribucién de proba-
bilidad de 6) cuando nada se conoce acercade . Es-
to es, la ignorancia acerca de 0 no puede tomarse co-
mo base para asumir una funcion de densidad de
probabilidad f(6), la cual produciria afirmaciones
precisas e informacion exacta acerca de 6. Sin em-
bargo, el desarrollo de Gauss arriba discutido es aho-
ra un método estindar dc algunos libros de estadis-
tica.

Es intcresante notar, sin embargo, que Gauss no
dio a sus resultados una interpretacion bayesiana.
No hablo de probabilidades ni de precision del para-
metro 6;, las cuales se obtendrian directamente de la
distribucion normal de @ producida arriba. De he-
cho, dio a sus resultados una interpretacion estandar
de frecuencia cuando hablé de la precision del esu-
mador 8;, como se dijo al final de Ja Seccion 4.

c) Los calculos de Gauss se han convertido en el
algebra lineal estandar en los libros de texto de re-
gresion. Una gran parte de la regresion lineal y los di-
sefios experimentales, los cuales constituyen la base
de una buena parte de la estadistica moderna, de-
penden de la descomposicion de Q en términos de
sumas ortogonales de cuadrados.

d) El método de estimaciéon definido por las
ccuaciones (5) se llama hoy la estimacion de maxi-
ma verosimilitud. Es el método dc estimacion que
se usa mas frecuentemente. Ver Edwards (1974) pa-
ra [a historia de maxima verosimilitud. Este mctodo
fue desarrollado por Fisher, por ejemplo, Fisher
(1922, 1925, 1935). Ver Sprott (1984). Gauss deri-
v6 los minimos cuadrados como un caso especial de
maxima verosimilitud, apropiado cuando la distribu-
cién de los errores es normal, o, igualmente, cuando
la media aritméaca es ¢l “mejor” estimador del para-
metro de posicion. Cuando esta distribucién no es
normal, vanos ejemplos muestran que la logica de
arriba no produce los minimos cuadrados, pero el
método de maxima verosimilitud (5) es todavia apli-
cable. Tal vez el ejemplo mas famoso es el obtenido
cuando los crrores tienen la distribucion de Cauchy,

1
1+4¢2

fle)= L e=y—0.
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Esta es una distribucion simétrica como Ja distribu-
cion normal, pero con mavor concentracion en las
extrernidades. Esta diferencia tiene consecuencias se-
rias, una de las cuales es que el estimador de los m¢-
nimos cuadrados, la media aritmética y, es casi el
peor estimador posible de 6, puesto que es equiva-
lente en precision a una sula observacion.

Con la capacidad de Gauss dc generalizar, es tal
vez sorprendente el que no haya abandonado la su-
posicién de la supremacia de la media aritmética y
haya cxaminado otras posibilidades. La raz6n de ello
es quiza que las distribuciones continuas, a excep-
cion de fa normal, no ocurtian cntonces en la practi-
ca. Mas probablemente, fue porque mis tarde aban-
doné completamente el método de arriba por un
método no-paramétrico, el cual no impone ninguna
suposicion sobre f(¢) otra que una media de cero y
una varianza finita. Como dijo en una carta a Bessel
(Plackett, 1972, p. 247), no le parecio tan importan-
te determinar el valor de un pardmetro desconocido
para el cual la probabilidad es mas grande, aunque
infinitamente pequena. (Una distribucién continua
de una variable aleatoria U asigna una probabilidad
de cero a cada valor especifico de U.) Le parecio
mas apropiado usar un método que mitiga tanto co-
mo sea posible los efectos malos de los errores ¢; de
las observaciones. Eso condujo a su segundo método
de los minimos cuadrados.
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6. La teorta de Gauss: el segundo
enfoque (1821, 1823a, 1826)

6.1. El segundo método de Gauss se incluye en tres
articulos largos, “Theoria Combinationis Observatio-
num Errortbus Minimis Obnoxiae” (Partc 1 (1821),
Parte 2 (1823a), Suplemento (1826)), que fueron
presentados a la Sociedad Real de Géttingen. En es-

tos articulos Gauss abandoné el método inferencial
de [a Seccién 4, que involucra “metafisica”, como lo
describié en la carta a Bessel citada amriba, por un
método basado en una teoria de la decision.

Comenzé la Parte 1 comparando el problema de
la estimacién de un parimetro desconocido con un
juego en el cual una pérdida se teme y no hay espe-
ranza de ganancia. Cada error cometido sc considera
como una pérdida que se sufre. La indeseabilidad re-
lativa de tal juego se mide por la pérdida esperada,
esto ¢s, por la suma de los productos de las varias
pérdidas posibles con sus probabilidades respectivas.
Definio como conveniente, aunque arbitrario, {a pér-
dida como proporcional al cuadrado del error come-
tido. La pérdida esperada cs entonces el error cua-
dratico medio.

Estas ideas son formuladas en la teoria de la deci-
sion modema. Ln la teoria de la decision hay una
funcion de pérdida, la pérdida esperada cs la funcion
de riesgo, y cl objeto es hacer el riesgo minimo. En

el caso de los minimos cuadrados, la funcion de pér-
dida es el cuadrado del error (6 — 0)*, donde 6 es
cualquier estimador de 8, y la funcion de ricsgo es el
error cuadratico medio, £(6 — 6)7.

6.2 Antes de introducir el problema de los mini-
mos cuadrados, Gauss comenzo la Parte 1 con una
discusion extensa de varios topicos estadisticos, in-
cluyendo las propiedades de medias, varianzas, pro-
pagacion del error, etc., la mayoria de las cuales apa-
recen en los libros de texto elementales. Notable en-
tre estos resultados es la desigualdad

Prlx —01=\a]< 1 —AN3, A< 2N3,
< 4/9N%, N> 2)/3,

valida para cualquier distribucion simétrica con una
sola moda (y media) 0. Esta desigualdad con A = 2
implica que la probabilidad de que x caiga en una re-
gion de dos errores estandares de 6 es por lo menos
.89. Alternativamente, para cualquier valor de x ob-
servado, un intervalo del 89% de confianza de 8 se-
riaalo mds x * 20.

6.3 Regresando a los minimos cuadrados, el mo-
delo es el modelo lineal de Gauss (2), Y = X8 + e,
donde X, como antes, se asume conocida sin error, y
los errores ¢, son variables aleatorias independientes
con media O y varianza 0. Aunque Gauss no empled
ni la notacién ni las propiedades de las matrices, los
calculos se simplifican y acortan mediante su uso.

Para estimar 8, Gauss asumio que los errores ¢;
eran suficientemente pequenos de modo que sus
cuadrados y potencias mas altas eran despreciables.
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, limito con-
sideracion a Jos estimadores @ que: son funciones l-

neales de Jas observaciones, é, =Z iy J=1,2,...,k,
- ":l
o en la notacion matricial, 8=CY.
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Tambic¢n. cuundo las observaciones son sin crrorcs,
e = (). las ccuaciones Y = X6 deben ser consistentcs,
ast L solucion es ¢l valor verdadero de 8 (Seccion 2).
Por lo tanto, se requicre que 8 =CY = CX6= 6, lo
cual implica Ta condicion CX =1, donde 1 ¢s la ma-
iz deadentidad £ x4.

Ll teorema cldsico
cuadrados vs entonces: ;

Teorema: FEntre todos los estimadores 8 de 0 los
cuales son {unciones lincales de las observaciones,
6 =CY, tulque CX=], dunde Les la matriz de identidud
kxk. el eyvor cuadritico medio es un minimo cuando
C = (XX)' X', esto es, cuando 6 = 6 = (XX)' XY,
ol estimador de los mimimos ¢uadrados.

Prucha: Tos crvores cuadriticos medios requeri-
dos, E(B'j - U)) son los clementos diagonales de la
matriz £(8 — 8)(8 — 8). Ponga A =X'X, B=A™' X".
Puesta que CX=1. se signe que £(8 —68)(8 —8)=CClo?,
\ (C—B)B’=0. por lo tanto CC'=BB’+(C—-B)(C-B)".
Pero los clementos diagonales de una matriz de la
forma (C — B)(C — B)' son sumas dc cuadrados.
Ast, las sumas de los cuadrados requeridos CC’
serim un minimo cuando € — B = 0, por lo tanto
C=B=A"' X'=(XX')"' X' Esto da 8=6=(X'X)""' XY,
¢l estimador de los minimos cuadrados. Ademas, los
errores cuadrdticos medios son los elementos diago-
nalcs cde CCo° =AT'XXA ' 0® =A" 0%, como en la
Scecion 4.

de Gauss sobre los minimos

6.4 En la parte 2, Gauss expreso cl parametro 6 co-
mo 8= 8 —A ' X'e, donde 8 escl estimador de los mi-
nimos cuadrados de 8. Esto se siguc de é=.A7' XY =
A'X/(X0 + e), y produce E(6 — 8)(6 — 8)' =
A 'X'E(ee!)XA™ =A”'0?, de modao que la covarian-
za entrc §; y §; es aiio?, ¢l clemento (i. j) dc A™'0?,
aunque no le dio un nombre. De esto, mostré que el
estimador de los minimos cuadrados de una funcién

lineal de los parametros, a = £y,;0;, o ¢n la notacion
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matricial, &« = G’8, ¢s la misma funcion lincal Eie los
estimadorcs dc los minimos cuadrados, & = G'8, con
la varianza 95 = £Zg,g;a%0° =G'A”’Go’. Esto ex-
ttende ¢l dominio de aplicacién de los mynimos
cuadrados a todas tus funciones lincales de los para-
metros. Seal (1967) dijo quc este resultado sc penso
que era nuevo en 1938, (David y Neyman, 1938),
donde se describid como una generalizacién de! teo-
rema de Markov (ver Scceidn 8.3.4).

La ecuacion 8 =8 —A™'X'e cxpresa el pardmetro
0 cxplicitamente como una funcion de la variable
alcatoria e. Aunque Gauss no hizo mas uso de clla,
es posible considerar a  como una variable aleato-
tia, sobre la cual pueden ser hechas afirmaciones de
probabilidad sin ¢} uso del teoremu de Bayes (Sec-
ciones 4, 5). Esto conduce 2 los conceptos de la pro-
babilidad fiducial, (Fisher, 1973), y la probabilidad
estructural (Fraser, 1968).

6.5 Gauss entonces derivé algunos resultados
sobre la suma dc las desviaciones cuadraticas,
Q = (Y — X8)'(Y — X8) de la Seccién 4. El estima-
dor de los minimos cuadrados 8 hace Q un minimo.
El minimo resultante es Qm = (Y —X8) (Y — X0) =
Y/(Y — X8); Om se llama la suma residual o suma de
error de los cuadrados.

Si la componente 6, del vector 8 sc mantiene cons-
tante mientras las componentes 04, 83, . . ., 6; varian,
entonces Q puede tomar un valor minimo relativo
Qr. Gauss mostré que si (Qr — Qm) < ¢?, entonces
0, —8,)* <a’?= c’oj{/a’. donde 03, es la varian-
za de 8, . el estimador de los mfnimos cuadrados de
6,. También, si a= Zgb; = G'8 se mantiene constan-
te, y en otros respectos los 6’s se dejan variar, el mi
nimo relativo correspondiente Qr de Q es tal que
(Qr — Qm) < ¢* implica (@ — &) < ¢*(G'A™'G) =
c’q}fo? de la Seccion 6.4. Gauss no parecib usar es-
tos resultados, pero forman la base de pruebas de la
significacién moderna en regresién. De hecho, para
probar fa significacion de los valores especsficos de
un subconjunto de los 8’s, el método estandar con-
siste en calcular la razon (Qr — Qm)/Qm correspon-
diente. Bajo el modelo lineal con errores ¢; normales,
ésta es proporcional a una razén F cuyo valor numé-
rico determina el nivel de la significacion.

6.6 Supongamos que un valor adicional y,,| se
observa, para el cual el vector de los valores dc x es
X = (X(n+1)1- X(n41)2- - - - » X(n+1)4)- Gauss mostro
que el estimador de los minimos cuadrados basado
en todas las (n + 1) observaciones es

8" =8 — [M(x8 — yo01)/(1 +w)},
donde M =A™ x/, w = xA™ x' = xM (que ¢s una can-
tidad cscalar), y 0 es cl estimador de los minimos

cuadrados basado en las n observaciones originales.
Mostré también que la matriz de covarianza de 8° s

A0 =[AT -MM//(1 +w)lo?,



v Ja nueva suma mimima de los cundrados ¢s
Q"n =(2’Il + (Xe — Vyad ): /(] + ZU).

Estas fornmulas permiten la incorporacion de una
nucva observacion sin (ener que ealeular de nuevo ¢l
estimador, st viianza, v i suma minima resultmte
de los cuadrados del conjunto complejo de fus cena-
ciones de los mimimos cuadvados. Fsta s, los resul-
tados é, A7 v Ow delas cdlculos vichechos con las
n obscrvaciones oviginales pucden nsavse en lus (Or-
mulas simples de awiba para obleney las cantidades
revisidas 87, A™' v Qm basidas en (odas Jas ohser-
vaciones, s (ener que vertr ol veZ und matriz.

Estos vesultados forman L base de los minimos
cuadrados recursivos. Fuceron obtenidos por Young
(1974, ccuacion 1), quicn los atribuvd o Plackeut
(1950). Plackett considero el easo peneral donde lus
observaciones adicionales ocurren ¢ conjuntos de
$ > 1, vcitd w Ganss por haher presentado las Tor-
mulas necesarias mencionadas arviba. Youny (1974)
tambicn deseribe Lis aplicaciones de los métodos re-
cursivos al problenia de L estimacion de fa drbuta de
la Mision Apolo. Scgin Young. estns wmictodos re-
aursivas, na sdélo miciades sinn desorrollados consi-
derahlemente por Gauss, juegan un paped importante
en ke misiones espaciales de hov'.

6.7 Las altimas scceciones de la Parte 2 ratan de la
estimacion de Ja cantidad o que ocurre en todas lus
formulas anteriores. £l método usualmenice emplea-
do hasta entonces conducin u /Qm/n coma ¢l esti-
mador dc 0. Gouss notd que VQu/n cs demasiado
pequeno como un estimador de o puesto que, si 6
fuera conocido, ¢ estimador de 0 seria O/, y
Qn < Q. a menos que 8 =6, Mostro que £{Qw) =
{n — k)o*, v usi recomendé usar 6 = /Qmf(n — k)
como ¢J cstimador de 0. Tambicn calculd su ervor cs-
tdndur, v notd que cuando los ¢'s ticnen la distribu-
cion normal, este crror estindar ¢s ¢l error cstandar
de la suma de (n-k) crrores mdependientes de ¢ Es:
to sc¢ reluciona con los resultados distyibucionales en
la teoria de la regresion donde los crrores ¢; s¢ usu-
men tener una distrbucion normal.

6.8 El Suplemento trata de la estimacion de los
minimos cuadrados cuando hay restriccioncs sobre
los pardmetros. Especificamente, Gauss usumid que
X =1L, de modo que hay » paramcuos & = 6. n
o'l‘)sewacium‘s v, = & + v r restnecones Iincales

ZAB=0 k=12

, r. 0 cn la notacion mauoi-

cial, F9 = 0. Entonces, entre las funciones lineales,
el estimador @ = S ¢; 0;*¢s ¢l estimador con ¢l error
cuadrdtico medio mimimo de a =X g;; si Jos el‘*‘s
son los estimadores de los mimimos cuadrados de los
6,'s bajo las restricciones F8 = 0. Ademis, ¢l estima-
dor correspondicnte de 6 ¢cs 0 =/ Q,p /-

Estc mc¢todo permite ficilmente wrutar con el mo-
delo generu) Y = X0 + e dc las seccines anleriores

bajo las restrncciones FO = 0. liso {forma lx base del
analisis de varianza discutido hoy en los discnos ex-
pcnmentales.

7. Otras contribuciones de Gauss
(1803-1809, 1816, 1823b, 1824)

En la segunda de estas contribuciones (1816), ¢l de-
termind ¢l cstimador de maxima verosimilitud /1 de la
precision h = l/\/?o de 1a distribucion normal. Obtu-
vo los intervalos de probabilidad de 50 del crror
probable, .67448970, medante ¢l uso de unaaprosi-
macion normal a la distribucidon dec S =Sj¢ b & =
1,2,...,6. El articulo es interesante particularmente
porque mostré que el estimador obtenido en 8, cs cl
mis preciso ¢n cl sentido de que produce ¢l mntervalo
dc 50% mds corto. Con §,, 100 crrores nbscrvados
¢; producen la misma precision {csto es, el intervalo
de probabilidacd de 50% dc la misma anchura) que
114 crrarcs abservados con §;. 108 con §,. 103
con Sg, 178 con Sg, y 251 con §;.

Fisher (1920) redescubrio estos hechos, y aislo la
propicdad de la suliciencia. mediontce la cual Sy puc
de decirse que contiene woda la mformacion de la
muestra sobre g en la distribucion normal. ¢s deciy,
S5 us suficiente para la cstimocion de o0 en la distn-
bucion nomal. En el mismo caso (Seccién 4). cl ex
nmador de los mimimos cuadrados 8, que ¢s cl esu-
mador de maxima verosimilitud, s suficiente para
8, y por lo tanto contiene toda la informacidn de la
muestra sobre 6.

El Gltimo (1824) de los articulos de arxiba cs inte-
resantc como un ¢jemplo de los minmimos cuadrados
nonderados. Los ervores estandures g; de los evrores
¢; sc asumicron proporcionuales a Ja rarz cuadrada del
tiempo que transcurrc cntrc dos observaciones ¢n ¢l
problema de dcterminar la longitud mediante un
cronometro.
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8. Discusion

S.1 . rimen munera en que los Jibros de texto de es-
tadistica agregan alpo o la teoria anterioy de Gauss
es en Jas pruchas especificas de la hipotesis lhincal
C6 =0, v ¢n ki teorfa exacta correspondiente de las
distribuciones usociadas con eyrores que tiencn la dis-
tribucion normil. esto ¢s. las distribuciones 1 de Stu-
dent, F.ov o x°.

8.2 Vale i pena hacer notar las diferencias ¢n la
gencralidad entre lox dos méredos de las Secciones 4
v 6 de Jos mimimas cusdrados. El primero es mas
restrictivo par ¢l hecho de que los emores «; deben
tener Iy distribucion normal. pero a su vez tiene un
marco mis amplio puesto que permite la considera-
cion de cualesquicra funciones £,(0). El altimo méto-
du es mis general por ¢} hecho de que los errores
pucden tener cualquier distribucion f(¢) con media
cero v ovarianza (it pero es mas limitado puesto
que restringe Ja atencion a las funciones £ = X0 que
son lincales (aproximadianente) cn 6.

8.3 La presentacion moderna de la estimacion di-
[icve de ha de Gauss discutida anteviormente en va-
nos aspectos desafortunados.

8.3.) Guauss justihieo l restricaon alos estimado-
res linciles mediante la suposicion de que los errores
cran suliclentemente pequenos de modo gue sus
cuadrados v potencias mis altas pudieran ignorarse.
Lus aplicuciones de Gauss [ueron en los topicos de la
astronomiu v en la geodesia donde las medidas tienen
un alto grado de precision. A} contrario, los libros de
lexto de estadistica modemos utilizan  frecuente-
mente los estimadores lincales solo por conveniencia
matematica y no por causa de las propicdades cienti-
licas de lus obsevvaciones.

8.3.2 Gauss subrayo que el criterio del ewor cua-
dratico medio es arbitrario. Pcro. note que bajo la
condicion de que los errores ¢ sean sulicientemente
pcquenos, de modo gue los estimadores pueden ser
lineales, entonces cualquier funcion de pérdida pue-
de aproximarse localmente por el error cuadrauco
medio. Sin embargo, muchas presentaciones moder-
nas ponen demasiado ¢nfasis en el criterio del ervor
cuadratico medio, elevindolo a la categoria de un
concepto bdsico en la teoria de la estimacion esta-
distica. Ver. por ¢jemplo, Berkson (1980).

8.3.3 La condicion CX =1 dec la Seccion 6.3 es
una condicion de consistencia. y puede llamarse la
condicion dc consistencia del error. Esto la distingue
de otros criterios de consistencia, como cl de consis-
tencia de Fisher. El objeto de los criterios de con-
sistencia es identificar el pardmetro que se estima.
Esto es, & debe estimar 8, v no alguna otra funcién
g(0). Por ejemplo, s =\/Z{x; — X}*/n estima o0, y no
6% 6 1/0; 1/0 se estima por 1/s, y no por s 6 s2.

Sin embargo, la condicion CX = I sc interpreta
usualmente para implicar que Gauss buscaba los esti-
madores fsesgados. E(8)=8. Pucsto que CX=T1im-
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plica que ¢l estimador 8 es insesgado (E(8) =E (CY)=
E£(CX8 + Ce) = CX8=0), ¢ estimador de los mini-
mos cuadrados es por cierto insesgado. Pero, la nece-
sidad de insesgamiento no ¢s cn general razonable,
porque hay ejemplos donde todos los valores que to-
ma el estimador insesgado itnico son imposibles. Por
cjemplo, suponga que articulos tales como bulbos
clectrénicos fallan de acuerdo a un proceso de Poi-
sson a razon A, y que 3 fallas sc han observado cn una
unidad de tiempo. Entonces, ¢l estimador insesgado
unico de 6 = exp (—4A), ¢l cual es Ja probabilidad de
que un articulo especificado tenga una duraciéon ma-
vor de 4+ unidades dc¢ tiempo, cs -27. Puesto que
cualquier probabilidad debe estar entre 0 v 1, este
estimador toma un valor imposible y por o tanto ¢s
absurdo. Ademas, pucsto que no hay otro estimador
inscsgado, esta dificultad es solumente el resultado
de requerir que el cstimador sea inscsgado. Tales
ejemplos no son raros.

El que Gauss no buscara los estimadores insesga-
dos parcce evidente por cl hecho de que d estima
dor & de 0 dc la Seccion 6.7 sugerido por Gauss ne
es insesgado.

8.3.4 La teoria presentada anteriormente se cono-
ce usualmente como la teoria de Gauss-Markov. Pero
parecc que Markov no produjo nada nuevo sobre los
minimos cuadrados. Su nombre sc asocia con la teo-
ria aparentemente porque su prucba de 19J2 fuc
pensada como original por Neyman (1934), ver
Plackert (1949), Seal (1967). aunque en la discu-
sién del articulo de Neyman, Fisher indicé la prio-
ridad de Gauss.




8.4 Hay varios desarrollos modernos en la tcorra
de Gauss quc tienen utilidad dudable. Uno es la csti-
macion mecdiante el crror cuadritico medio minimo.
Otro ¢s la teorra de los mejores estimadores lineales
insesgados o BLUES (en inglés, best lincar unbiased
estimates). Y otro ¢s la tcoria de la estimacion inses-
gada con varianza uniformemente minima o UMVU
(en inglés, uniformfy ninimum variance unbiased).
Las dificultades con éstos son las siguientes.

a) No cs posible cn general minimizar el error
cuadratico medio, u otra funcién de pérdida,cuando
se dan solamente la funcién de pérdida, las observa-
ciones, y su distribucién, Barnmard (1977). Por lo
tanto. una teorra hasada solamente en el error cua-
dratico medio minimo no puede obtenersc. Esta es
tal vez la razdn de que las condiciones de linealidad
o insesgamiento sc imponen, las cuales conducen a
los estimadores BLUES y UMVU.

b) La nccesidad de la lincalidad o el insesgamiento
es en general demasiado restrictiva, puesto que puede
dar lugar a estimaciones que toman valores imposi-
bles, como se ejemplificé anteriormente.

c) Si @ es un estimador insesgado de 8, g(8) no cs
en gencral un cstimador insesgado de g(8), a menos
que g (0) sea lineul en 4.

d) La varianza no ¢s una medida adecuada de la
precision de un estimador #, a menos que § tenga la
distribuciéon nonmnal, Fischer {1935 pp. 46,82; 1973,
p. 158). Ver Sprott y Viveros (1984, 1985).,

8.5 Los desarrollos mas importantcs de la teorra
de Gauss parecerian scr la teorfa dc la decision y la
teoria de la estimacion de R.A. Fisher. Estas son dis-
cutidas por Sprott y Viveros (1984). En el método
de maxima verosimilitud (Seccién 5.4) los dos obje-
tivos dc Gauss son, en cierto senudo, reconciliados,
Fisher (1936, p. 249). Ln lugar de maxinizar las
probabilidades dc 0, todas las cuales son infinitamente
pequenas, como Gauss objetd (Seccién 5.4), mdxima
verosimilitud maximiza una nucva immedida de incerti-
dumbre Hlamada verosimilitud, la cual no es infinita-
mente pequena. Ademas minumiza, por lo menos
asintéticanente, el error cuadratico medio (o varian-
za). Ver Sprott (1984). Como se discutié anterior-
mente, cuando los errores tienen la distribucidn
normal, la estimaciéon de maxima verosimilitud es
también la estimacion de los minimos cuadrados
(Secciones 5.4, 7); asi cuando las funciones son -
neales, maximiza c¢xactamente los errores cuadriti-
cos medios. Tal método conduce a las consideraciones
de la consistencia (Scccién 8.3.3), 12 suficiencia (Sec-
cion 7). la verosimilitud (ver Sprott 1984}, y loscon-
ceptos relacionados. en lugar del scsgo, la vananza,
y los errores cuadrdticos medios.

Un desarrollo reciente es el anilisis del modelo li-
ncal de Gauss donde los errores e; se supone que
tienen cualquicr distribucién especifica. Esto sc
relaciona con la inferencia condicional y los estadys-
ticos auxiliares, métodos y conceptos desarrollados

Angelo Altieri Megale
LOS PRESOCRATICOS

Cualquicra que haya intentado cnsciar
filosofia gricga presocritica en los propios
fragmentos, sabe quc la comparacion cnoe
distin tas versiones constituye una
inestumable ayuda para desarrollar ¢n los
cstudiantes la clara conciencia de que ¢l mundo
griego es vertido al espanol de muy diversas maneras. Esta es una
razén adicional para ver ¢n esta nucva version un aporte mas a la
comprension del pensamicnto de los fundaclores de 1a filosofVa.

Gelasio Aguilar

ADSORCION Y CATALISIS

El objedvo fundamental del libro
consiste en describir en fonna accesible
las teoryas basicas del fendmeno de Ja
adsorcion y los métodes cxperimentales clasicos
para ¢l estudio de las propiedades de los absorbentes y
catalizadores. /\simismo, examinar ¢l fenémeno catalitico sobre
los cucrpos solidos (catdlisis heterogénea).

Félix Contreras Aguirre

MANUAL DE COMERCIO
INTERNACIONAL

Por su expresidn diddctica, éste es un
libro destinado a cubrir no sdlo los
requerimientos de 12 academia sino también

las inquictudes del lector no especializado. Estan aqui
desde los conceptos mas elementales hasta los pasos especificos
del comercio cxterior: distintos codigos tanto para cl comprador
como para ¢l vendedor, cnadros y ejerrplos ilustrativos, cic.

Jorge Bouton

EL SINTOMA Y ELL SIGNO
2 Tomos

Esta obra, destinada a estudiantes de medicina
del nivel clivico, es esencialmente didictica para Iz
ensenanza- aprendizaje de la clinica cotidiana. Ha sido cscrita
practicamente sin bibliogralia y sobre la base de una larga
experiencia de 30 anos en I3 docencia médica.

Toma como base la cl(ruca —¢J signo y el sintoma— como
‘“lenguaje fenoménico™ de la enfermedad y su cronologia,
ordenacion y jerarquizacién como oricntacion diagndstica.
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por Fisher (1934 1973, pp. 165-169). Los detalles
pucden ecnontrarse en Barnard v Sprott (1977). v
también desde un punto de vista diferente, en Fraser

(1968).

9. Conclusion

Una medida de la womplitud v [a infTuencia de lascon-
tribuciones de Gauss a la estadistica cs e hecho de
que sus contribuciones han conducido a la teoria de
la decision estadistico. Wald (1971): al diseno y ana-
lisis cxperimentales, Fisher (1966): v a una Leorra
de L estimacion cstadisvica, Fisher (1973). Aunque
la aplicacion practica de la teorta de la decision esta-
distica ) vez no es muy dramdtica, Jas aplicaciones
pricticas de los disenos experimentales v de la teo-
i de Ja estimacion estadistica desarrollados por

Fisher estin fuera de duda. Los disenos experimen-
tales de Fisher explotan totalmente las propiedades
del modelo lineal de Gauss v los minimos cuadrados.
Ambos, con la teoria gencral de la inferencia estadys
tica de Fisher. forman una estructura 16gica muy
interesante de la experimentacion v fa inferencia
estadistica que tiene un uso practico inmenso. Es
muy importante subravar quec las investigaciones
teoricas de Gauss fucron respuestas a problemas
practicos. Por lo tanto, todas sus contribucioves a la
cstadistica muestran una mezcla entre [3 teoria y la
aplicacion la cual ¢s poco vista en huestros dias.
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