Aproximaciones a la matematica

Gerardo Alberto Garrido Natarén *

La matemitica, como toda cien-
cia, ¢s una disciplina que utiliza
¢l método cientifico con la fina-
lidad de hallar estructuras gencra-
les: leyes. Las primeras abstrac-
ciones matemiticas su lenta-
mente en la antigliedad para ex-
presar algunos términos numéri-
cos simples y para algunas rela-
ciones de forma. Actualmente,
estd constituida por varias disci-
plinas relacionadas intimamente,
las que prestan su ayuda ilimita-
da a las demas ciencias en la ta-
rea de interpretar ¢l mundo real.

1. Una de las caracteristicas
mas notables es su abstraccion,
asi, se llega al concepto de linca
recta o numero, sin importar los
objetos que éstos puedan repre-
sentar. En general, “el concepto
de figura geométrica es el resul-
tado de la abstraccion de todas
las prioridades de un objeto, ex-
ceptuadas su forma espacial y
dimensiones™.! Podriamos en es-
te punto, intentar una aproxima-
cion: “la matemaitica es una cien-
cia gque tiene como objeto las for-
mas espaciales y las relaciones
cuantitativas del mundo real”.?

2. Owo rasgo caracteristico de
las matemiticas, ¢s su sucesivo
y  creciente grado de abstrac.
cion,

Todo modelo matematico te-
ne su fuente en el estudio de
fenémenos que acontecen en el
mundo real o en problemas con-
cretos de la misma matemitica,
sin embargo, a través de los pro-
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gresivos grados de abstraccion de
un concepto matemitico, pode-
mos perder de vista el origen del
‘concepto, por ejemplo, del con-
cepto de mimero podemos pasar
al concepto de espacio cclugi:mo
n-dimensional o infinite dimen-
sional o del concepto de espacio
métrico al concepto de espacio
topologico. Estas abstracciones,
apoyindose unas en otras, no nos
ayudan a dar una prucba simple
de que las matemiticas estan fun
damentadas en la experiencia. En
general, el historiador matemati-
co no encuentra dificultad en de-
mostrar que el calculo empezo
como un método para medir
areas y volimenes y por ¢l con-
trario, relacionar el estudio de los
espacios de Hilbert con el espacio
habitual puede estar fucra de su
alcance.

3. La matemitica se mueve en
el campo de los conceptos y sus
interrelaciones.

Una de las primeras diferencias
entre las ciencias es la que se pre-
senta entre las ciencias formales
y las ciencias factuales o empiri-
cas, es decir, entre las que estu-
dian ideas y las que estudian he-
chos. Por ¢jemplo: la logica y la
matemitica son ciencias forma-
les, Ia fisica y la biclogia sc en-
cuentran en cambio entre las
ciencias factuales, se reficren a
hechos que se supone ocurren en
¢l mundo y consecuentemente
recurren a la experiencia para
contrastar sus formulas,

La logica yfo la matemitica
se intcresan por la estructura
de las ideas factuales y forma-
les, se puede decir que las cen-
cias formales son autesuficien-
tes por lo que hace al conteni-
do y al método de prueba, mien-
tras que la ciencia lactual depen-
de del hecho, por lo que hace al
contenido o significacion y del
hecho experimental para su veri-
ficaciém. Esto explica por qué
puede conseguirse verdad formal
completa, mientras que la verdad
factual resulta tan huidiza.

Las técnicas cientificas se cla-
sifican en conceptuales y-empi-
ricas; dentro de las conccpnuf :
podemos incluir agquéllag que per-
miten enunciar de un maodo pre-
ciso problemas y conjeturas de
algin tipo, asi como los proce-
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dimientos para deducir conse-
cuencias a partir de las hipote-
s1s y para comprobar si la hipotesis
propuesta resuelve los problemas
correspondientes. La matemitica
suministra el conjunto mds rico
de ticticas para enunciar proble-
mas ¢ hipétesis de un modo pre-
ciso, para deducir consecuencias
a partir de los supuestos y para
someter las soluciones a prueba
o confrontacion, perc no da
ayuda alguna en la tarea de ha-
llar problemas o imaginar el m-
cleo de hipdtesis nuevas para
las ciencias empiricas. Aparte de
es0, en las ciencias mis atrasa-
das nuestras ideas no son alin lo
suficientemente claras para ser
susceptibles de traduccion mate-
mitica. Por lo demis no hay li-
mitacién de principio a la aplica-
cién de los conceptos, teorias y
técnicas de la matemitica en la
ciencia empirica.® Sin embargo,
para que un matemitico puecda
prestar ayuda a un cientifico de
otra rama, le ¢s necesario asimi-
lar esta nueva rama, salo despudés
de esto podremos esperar el plan-
tcamiento de los modelos ade-
cuados que ayuden a interpretar
la realidad en un mivel superior
al puramente descriptivo.

4, Hasta ¢l momento hemos
mencionado tres rasgos caracte-
risticos de las matemdticas, bos-
quejemos shora su método:

La analogia y la induccién
son herramientas que, como en
todas las demis ciencias, se em-
plean a menudo. La analogia
consiste ' en concluir, de la se-
mejanza en algunos aspectos de
ciertos objetos, su semejanza ecn
otros, La induccion es una for-
ma de razonar que conduce al
descubrimiento de leyes genera-
les a partir de la observacion de
cjeruplos particulares.

La importancia de la amalo-
gia ¢ induccidon es enorme, co-
mo instrumentos de descubn-
miento, pero no como instru-
mentos de demostracion.

La histoda de las matemit-
cas esta llena de ejemplos de pro-
eresos importantes, Hevados a ca-
bo gracias al uso de la analogia
yfo mnduccién, sin emb , nin-
gun teorema pertencce delmitiva-
' Mardo Bunge, Ls imvertigucidn cien-
rifica, Ariel, 1969,

mente a la matemitica hasta que
no ha sido rgurosamente demos-
trado. Esto distingue esencial-
mente a4 las matematicas de
otras ciencias: su ajto grado de
rigor légico.

Para demostrar un teoremad se
requiere que éste sea deducido
logicamente a partir de las pro-
piedades fundamentales, de los
conceptos, relaciones y axiomas
de aquella rama matemitica a
la cual pertenece el teorema en
cuestion.

5. Para iustrar el uso de Ia
analogia ¢ Induccién cn la ctapa
de descubrir leyes generales recu-
rramos a un ejemplo.*

Supongamos que casualmente
observamos que:

1 8 + 27+ 64 = 100

haciendo uso de nuestros cono-
cimientos matemiticos podemos
observar lo mismo bajo la si-
guiente forma:

12 + 2% 43 +4 = 107

Ahora nos preguntamos si su-
cede a menudo que la suma de
los cubos de nilimeros consecu-
tivos sea un cuadrado. Plantea-
da esta pregunta, nos hemos con-
ducido como un estudioso de
las ciencias naturales que habien-
do observado un hecho en par-
ticular, concibe una “cuestion
general”. Nuestra “cuestion ge-
neral” se refiere a la suma de
cubos consecutivos

1+ 4+ 4 ...+

a 12 cual nos ha guiado el “cjem-
plo particular” donde n = 4.
Para contestar, lo que haria el
paturalista seria buscar otros
casos particulares y enlistarlos,
Por ejemplo paran =2, 3, 4, 5;
para presentar un trabajo
completo y uniforme incluirfa
el caso n = 1, tenemos:

5, Fabys, Cémo plentear y resoloey pro-
blemag, Ed, Trillas, 1979,
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Usando csto wltimo, ¢l resto ob-
tenido por induccion, se expresit
COMO siguc:

3
13 423433+, +n =

6. Hasta cste punto, llegara
probablemente el wabajo dcl
naturalista. sin  cmbuargy, para
(que este resultado pucda  ser
considerado un logro mautema-
tico, tenemos  que  confirmar
nuestro resultado” mediante una
demostiacion  rigurosa, por o
tnto, al matematico ahora sc
le presentic un “problema de
demostracion™. lara  c¢sto  re-
curre  a los diversos métodos

Parun = 1,2, 3, .. sccumple

n(n+1)

de  demostracion  que  conoce;
la  expenencia le indica que
en  este caso  deberd intentar
una - demostracion  por  induc-
cion  matematiea v vulizara el
principio de in(lu(‘c'f()n muate-
matica™ que se enuncia de T
sigulente forma:

St P() es una proposicion
que tiene sentdo pura no = 1
2, 3. .. de ol lorma que se
cumple:

1) P(1) es verdadera

2) Si

tonces I'(n +

para cualquier n.

P(n) c¢s verdadera en-

1) es verdadera

Entonces la proposicion P(n)
¢s verdadera para n =1, 2. 3,...

Este principio es légicamentc
equivalente a otro aparenteiente
mas inol¢nsivo llamado “‘princi-
pio del buen o6rden” quc dice:

“Cualquicr subconjunto no-
vacio del conjunto de los nume-
ros naturales (IN)$ posee un pri-
mer ¢lemento”

La equivalencia antes mencio-

Para n = 1, 2, 3,... se cumple

nada, nos dice que los dos prin-
cipios son verdaderos o Jos dos
son falsos, y puesto que ¢l segun-
do pnncipio cs tacilmente acep-
table, habremos aceptado Ja “'va-
hdez™ del principio de induccion
matematica; apliquemos cste Wti-
mo al problema que tratamos de
demostra -

2
13+99 4334, +p3= | 20011
Ln este taso, la proposicion P(n)
significa
2
134234+ . n'= |Dntl)
2

y trataremos de ecstablecer la ver-
dad de P(n) paran =1, 2,8, ...

6 N = {1.2,3...)

Para probar esto ultimo utili-

zando ¢l principio de induccion
miatcmatica,
que P (1) es verdadera

debemos verificar



2
P(1) : 13 =(£)
\ 2

Lo cual es evidenite.

Posteriormente, suponemas que:

2
J=
P(n): 19+ 2343% +__+n3 = (_“(“2 1))

es verdadera y de csto tratare-

mos de deducir ]la verdad de
P(n 41); st sumamos (n + 1) a

ambos miembros de P(n) obte-
nemos la siguiente proposicion
verdadera

2

2
3
13422432+ +n® + (n +1)® = (—(—)“ g ) + (n+1)°

Cfectuando operaciones sobre el
miembro dcl lado derecho obtc-
nemos:

2
(_(_ln n;l )I (n+1p= (n41)?

LY S ST

22

de lo cual concluimos que:

4234 And+(n+1)?

pero esta es precisamente la pro-
posicion P(n + 1). Resumicndo:

a) Hemos verificado que la
proposicion P(1) es verdadera.

b) De la suposicién gque P(n)

. 2
+
13 +23 4 4n? = (M)

Por induccion hemos obteni-
co la tey asi formulada (en 5) y
la hemos demostrado (en 6) ha-
ciendo uso de Ja induccion ma-
tematica.

Numerosos resultados mate-
maticos sc han obtenido primec-
ro por inducciéon y solamente

(n +1} (42 _ ((n+ 1) (n +2)

22

_ [y )\
2

es verdadera hemos probado que
P(n+ 1) es verdadera.

Asy’ que por el principio de
induccién matemitica, la propo-
siciébn P(n) es valida para n= 1,
2, 3,... es decir, hemos demos-
trado que para n = 1, 2, 3, ...
se cumple;

2

después se han demostrado por
algun método.

7. “Las matematicas en gesta-
cién son una ciencia experimen-
tal, inductiva. Pero las matemi-
ficas presentadas en 1gor son
una ciencia sistematica deduc-
tiva.”
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La matematica como siste-
ma deductivo tiene un método
de trabajo similar al “método
axiomatico” udlizado por Eucli-
des para construir su geometria,
éste empezaba por enunciar una
sene de verdades que le parecian
evidentes por s{ mismas y que
aceptaba sin demostracion (axio-
mas o postulados). Una vez acep-
tados estos supuestos y siguiendo
las reglas del razonamiento iba
encadenando las deducciones,
hasta llegar a una conclusién
(teoremas) y a partir de estos
teoremas construia otros.

La geometria que habia naci-
do por necesidad de medicién de
la tierra se convirtié as{ en una
ciencia que resisti6 el paso de
alrededor de 2000 anos, hasta
que a pnncipios del siglo XIX se
somctieron a analisis sus postula-
dos. A este problema se dedica-
ron Gauss (1777-1855), Bolyai
(1802-1860), Lobachevski (1792-
1866) y Riemann (1826-1866).

Segin Euclides “por un punto
exterior a una recta pasa una y
s6lo una paralela a ella”. Euclides
y centenares de sus sucesores se
esforzaron initimente en demos-
trarlo a partir de los demas axio-
mas de la geometria., A todos
les parecfa que no era un axioma,
sino un teorema deducible de los
demas axiomas, pero todos esta-
ban equivocados, es un axioma y
no podia probarse a partir de
los demas, es independiente
del resto.

Gauss, Bolyai y Lobachevski
supusieron que el axioma no era
cierto y postularon que por un
punto exterior pasa mas de una
paralela.

Riemann supuso también que
no era cierto, pero se incliné por
la hipotesis de que no pasara
ninguna paralela. Y sin embargo,
aceptando. esto, no se llegaba a
ninguna contradiccién, se obte-
nian otras geometrias distintas
de la eucliciana: hiperbolica y
eliptica. No tard6 en demostrar-
se que si alguna de las nuevas
geometrias presentaba contradic-
cién, también seria contradicto-
ria la geometria de Euclides.

Este estudio que en un princi-
pio se presentd en un plano muy
abstracto resulto ser la base ma-
tematica sobre la cual se apoya-
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ron a principios del siglo XX las
investigaciones del espacio fisico
real y que culminaron con la fa-
mosa teoria de la relatividad de
Albert Einstein.

Muchas disciplinas matemati-
cas se han desarrollado debido
a las necesidades de las propias
matematicas, en particular co-
mo consecuencia del método
axiomitico utilizado, pero mas
tarde han resultado ser muy
utles en la fisica y las ciencias
naturales.

En particular la légica mate-
matica, cuyo surgimiento se de-
be a la necesidad de construir
las matematicas sobre una base
solida y que no fuese contradic-
toria en el sentido légico, hoy
sirve como aparato para crear
la teorfa de las computadoras
digitales.

El desarrollo posterior de las
teorias algebraicas y la deter-
minacion de estrechas relacio-
nes entre el dlgebra y el andli-
sis matematico han conducido
en los ultimos anos a obtener
mas resultados del llamado ana-
lisis funcional, el cual ha sido
definido como el aparato mate-
matico de la fisica moderna.

Estos son sdlo algunos ejem-
plos de como una teoria mate-
matica va desarrollandose a partir
de sus postulados o axiomas y se
convierte en un entramado de
complejas deducciones que en
muchos casos van a serivir a la
misma matematica y en otros,
nos ayudan a crear nuevos mo-
delos que interpreten o den solu-

ciéon a problemas concretos, no

necesariamente cercanos a la
fuente fi'sica de nuestra teoria.
En este sentido terminaré citan-
do al matematico universal J. V.
Newman que insiste en que
el matematico no pierda de vis-
ta su relaciéon con el mundo fi-
sico:

Podriamos decir que las mate-
maticas se originan en lo empt-
rico, aunque la genealogia sea
a veces largay oscura, pero una
vez concebidas, el asunto co-
mienza a vivir una vidapeculiar
propia y es mejor compararla a
lo creativo, gobernada por mo-
tivos casi enteramente estéticos,
que a cualquier otra cosa, en
particular a una ciencia empi-
rica.

Sin embargo, cuando una dis-
ciplina matematica se aparta
mucho de su fuente empirica,
0 mas aun, si estd durante una
segunda o una tercera genera-
cién inspirada sdlo indirecta-
mente por las ideas que proce-
den de la realidad, esta amene-
zada por peligros muy graves,
se vuelve mas y mas esteticis-
mo puro, se vuelve mis y mas
un arte por el arte; pero esto
no es necesariamente malo si
el campo estd rodeado de
materias relacionadas, las cua-
les todavia tienen conexiones
empiricas proximas o si la
disciplina esta bajo el criterio
de hombres con un criterio
extraordinariamente bien de-
sarrollado. Pero existe el grave
peligro que la materia sea
desarrollada a lo largo de Ia
Ilnea de minima resistencia,
que la corriente, tan alejada de
su origen quede separada en
multitud de ramas insignifi-
cantes y que la disciplina se
convierta en una masa desor-
ganizada de detalles y comple-
jidades.

En otras palabras, a gran dis-
tancia de su origen empirico o
después de muchas reproduc-
ciones abstractas un tema
matematico estd en peligro de
degeneracion.





