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Existencia de conjuntos

supuestos en las construcciones formales

Roberto Caso Bercht*

Principio de formacién de los
conjuntos

La paradoja de Russell mostrd, de
una vez para siempre, que el prin-
cipio tradicional d¢ formaciéon de
conjuntos era insostenible. La
creencia natural de que si se da
cualguier condicién de membresia
entonces existe, de hecho, el conjun-
to correspondiente, es el origen de
contradicciones y, en cuanto tal, al-
go a evitar cuando se buscan los
fundamentos de una teoria.

Hay un amplio acuerdo entre los
légicos de que ¢l regreso a una vi-
sién intuitiva ingenua es imposible:
la intuicién légica tradicional que-
dé desechada debido a las antino-
mias. Pero, por otra parte, el he-
cho de que no haya un conjunto
que consista de todos aquellos ob-

jetos que satisfacen una condicidn

aparentemente bien delimitada, no
es menos repugnante al sentido co-
min que una manifiesta contradi-
cion.' Cada esquema bisico pro-
puesto resultard “‘no natural’’,
puesto que el Unico natural es el no
restringido que las antinomias 16-
gicas desautorizaron.

Lo que las paradojas han reve-
lado son conflictos en nuestras in-
tuiciones logicas. En consecuencia,
uno deber4 analizarlas y empren-
der una reconstruccién sisteman-
ca de la légica. El que las antino-
mias ocasionan una crsis en el pen-
samiento es c¢vidente. La
contradiccion se genera al aceptar
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ciertas pautas ticitas y confiables
de razonaniento que, entonces, de-
bemos hacer explicitas a fin de re-
visarlas. Pero cualquier correccidn
resultara aritficial, porque hemos de
apartarnos de J6gicas, intuiciones
naturales establecidas. Como dice
Quine, una antinomia ‘‘leva con-
S$Igo una sorpresa que solo puede
ser resuelta mediante el repudio de
una parte de nuestra herencia con-
ceptual™.*

La tarea consistird ¢n buscar su-
puestos 6ptimos congistentes para
la existencia de conjuntos, una vez
que el principio no restringido sobre-
comprehensivo no esté ya a la ma-
no. Esta situacién determina los va-
rios tratamientos alternativos para
la reconstrucciéon de )a teoriz, que
dificren entre ellos en términos de
aquella condicidn de membresia en
la cual cada uno garantiza, o no,
la existencia de conjuntos. Un cri-
terio para la validez de tal corres-
pondencia no resulta ohvio en ab-~
soluto. No podemos eliminar cada
condicién de membresia que gene-
ra contradicciones, digamos la no
auto-membresia, y luego asignar
conjuntos a las restantes. Primero,
no hay un procedimiento para ha-
cer tal cosa. Segundo, uno puede
tener ‘‘buenas’ condiciones de
membresia a las cuales estén aso-
ciados conjuntos y, sin embargo,
llegar a ““malos’’ resultados cuan-
do consideramos a todos esos con-
juntos a Ja vez.

En el caso de Russell, la idea
central fue conservar, al miximo
posible, el atractivo principio de
formacién. Asi en Principia mathe-
matica, dada cualquier condicién
stgnificaliva, existe un conjunto cu-
yos miembros son exactamente
aquellos objetos que satisfacen la
condicidn. Pero la Teorfa de los Ti-
pos introduce una resericcidn al es-
tablecer cuales condiciones son sig-
nificativas y qué otras carecen de
sentido.? Y este intento de solu-

* Quinc, 1966, p. 1).
? Véase Whilchead/Russcell, 1967.

cién al problema original da lugar
2 Otros nuevos.

Tratamiento axiomdatico de los
conjuntos

La existencia de conjuntos, via el
tratamiento axiorndtico, parece
presentar una limitacién intrinse-
ca que debiera preocupar a filéso-
fos y matemadticos por igual: fren-
te a la caracterizacibén axiomitica
uno se pregunta si los axiomas en
turno no restringen el concepto de
conjunto mas de lo deseable, sin
ofrecer un adecuado apresamien-
to de nuestras nociones basicas. La
critica respecto a este criterio de
existencia vale lo mismo para el sis-
terma de Zermelo-Fraenkel que pa-
ra la alternativa Von Neumann-
Bernays u otras. El problema de
preguntarse por nucvos sistemas
axiomaticos que caraclericen mas
precisamente la nocién de conjun-
to es no sélo significativo sino in-
cluso imperativo. Como dice G6-
del, pueden existir otros axiomas,
hoy en dia desconocidos para no-
sotros, ‘‘que un entendimiento mas
profundo de los conceptos subya-
centes a la 16gica y a la matemati-
ca nos permitiria reconocer como
tmplicados por estos conceptos’”.*
Por desgracia parece que nadie, in-
cluido Gédel, ha tenido éxito aun
en imaginar la direccién en que ta-
les axiomas han de ser buscados.

El método axiomatico resulta ser
particularmente importante en lag
teorias de los conjuntos, mas fun-
damental que en muchas ramas de
la matemética. Esto es ast en razdn
al fracaso del llamado método ge-
nético en la teoria tradicional. Si al-
go caracteriza al tratamiento can-
toriano es su naturalidad. Por un
lado, hay conjuntos y, por otro,
nuestro poder de abstraccidn, es-
tableciéndose una teoria donde ca-
da paso ¢s visto como el apropia-

3 Citado en Fracnkel/Bar-Hillcl, 1958, p.
93,

do y natural. Algo como esto no
puede hallarse en la posicidn axio-
matica, ni siquiera como idea re-
gulativa, en contraste con la alter-
nativa russelliana donde ain es un
requisito que la solucién gea ‘‘in-
herentemente’’ razonable y creible
‘‘en consonancia con ¢l sentido co-
mun'’.* La definicién ‘‘natural®’
cantorniana y su método definitorio
de abstraccidn, dificilmente pueden
ser considerados como satisfacto-
rios desde un punto de vista légico
y matemdtico. A fin de alcanzar re-
gquerimientos de rigor, se ofrece
una solucién diferente, terminan-
do con una definicién ‘‘no natural’’
donde la existencia de los conjun-
tos esta determinada por un siste-
ma de axiomas particular.

Uno da un valor apropiado a
una definicién mostrando la exis-
tencia de al menos un objeto que
es cubierto por clla, ya sea dando
un ejemnplo efectivo o bien proban-
do que bhay objetos que la satisfa-
cen, y que no hay més de un tal ob-
jeto. Asi, por ¢jemplo, puesto que
no es posible “*exhibir’” conjuntos,
digamos, con cardinalidades arbi-
trariamente grandes, se postula
una teoria axiomatica a fin de ga-
rantizar su existencia como objetos
propios de la investigacién mate-
mitica. ‘'Qué conjuntos existen’’,
dice Abraham A. Fraenkel, ‘‘es
una pregunta bien definida, a ser
contestada por cuenta de sistemas
de axioma adecuados sobre los cua-
les la teorfa de los conjuntos est
basada’’.* El que tal pregunta es-
té bien definida dentro de cierta es-
tructura pudiera parecer una ga-
nancia, en particular, con respec-
to a ]Ja nocidn intuitiva en Cantor,
pero, por otra parte, nos enfrenta-
mos a teorfas diferentes, e incluso
contrarias, donde la pregunta estd
bien definida pero obtiene diferen-
tes respuestas, con la consiguiente

4 Ver lus comentanos en Barkee, 1964, pp.
86-89.
> Fraenkel, 1961, p. 222,
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diferencii respecto a sus compro-
misos ontoldgicos segin cl sisterna
en el cual se exprese. Mas adn la
interrogante asoctada “‘qué son es-
tos conjuntos que existen’” no ob-
tiene contestacion, considerandonse-
le de no interds 0 incJuso sin senti-
do, s bien se halla presente, de una
manera u otri, en la construceidn
¢ Interpretacion de tales sistemas.

Una instancia, ala vez que jlus-
tracién de este prublena, puede en-
contrarse en la distincién entre clu-
sex vy conjuntos. Bay una fala de
mterds para entvar en la controver-
s1a sobre ‘ol cardcter 1ogico’” de Jos
objetoy llamados “‘conjuntos” o
“clases’; con base en que la posi-
¢idn que s toe no influve en la
teorfa matematica de los conjuntos;
de la miisima manera como la arit-
mética se prexenta como indepen-
diente de las varias teorias dgicas
(y psicologicas) que versan sobre 1a
naturaleza de los nidnieros.t Esta
postura parece ser comtn a la ta- ) J
rea matewdtica. Sin emburgo, aun
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Mas Jo que sean las clases es tan
infultivo y vago como Ja vieja no-
cidn de conjunto de Cantor. Algu-
nas interpretaciones dirdn que Jas
clases son totalidades que corres-
ponden a alguna propiedad, pero
no necesariamente a todas las pro-
piedades, y encontriamos tanta im-
precisién, la que uno guisiese, es-
tas nociones de  ““totalidades’’,
‘“‘propiedades’ y otras parecidas.
Del “mundo’’ de todas las propie-
dades, algunas son separadas, a sa-
ber, ‘‘aquellas propicdades que
realmente determinan clases’ | pro-
duciéndose la especificacidn por los
axiomas del momento y no tenién-
dose otro criterio gue ¢l de “pro-
veernos de las clases que neceyita-
mos en matematicas’’ ¥

Pero pensamos gue hay algo
mas mmplicado aqui, amén de ta-
les vaguedades. En la distineidn en-
tre clases como conjuntos y clases
propias, hay también una diferen-
cia ontoldgica. En palabras de Ber-
nays '‘la distincién puede pensar-
se en ¢} sentido de que un conjun-
to es una multitud que forma una
Cosa propia, en tanto una clase es
un predicado considerado solamen-
te con respectu @ su exuncion’ Y
Algunax “*cosas’’ parecen scr mas
cosa que otras. Una jerarquia on-
tologica nu puede evitarse en esfa
forma de hablar, En vena simitar,
se dice que las clases deberfan con-
cebirse como Celementos ideales’
en el sentido de Hilbert, en oposi-
cton a los conjuntos como ‘‘objetos
matemaiticos reales’”

Cuando consideramos que las
teorias de los conjuntos del tipo
Von Neurmnann-Bernays son una
respuesta ante la caracterizacion
restringida de Jos conjuntos de Zer-
melo-Fraenkel, mediante el expan-
der el universo de los conjuntos por
aceptar, estamos quizas perdiendo

¥ Ibedem (el subrayado es nuestro),

" Cirado en Fraenkel/Rar-Hillel, 1958, p.
110, ném. 2.

™ Ver Ja cacta de Canivr a Dedeksnd en
Van Hevenouet, 1967, p. 113,

el auténtico motivo para la intro-
duccién de clases (propias). La on-
tologia de estas dos teorias parece
ser practicamente la misma, como
pudiera sugerirlo ¢l hecho de que
ambas tienen la misma fuerza en
cuanto teorias. l.a motivacién pa-
ra mtroducir la diferencia mencio-
nada debe encontrarse mis bien
con respecto al principio ho-restrin-
¢ido de formacion de conjuntos, a
saber: el hecho de que el principio
de comprehensién fue asumido por
Cantor sin la menor duda, puede
Interpretarse como diciendo que tal
Principio expresa un aspecto funda-
mental del pensamiento matemati-
co 'y, como tal, que vale la pena de
preservar cn el desarrollo axioma-
tico de los conjuntos. Zermelo pu-
do abstenerse de usar el principio
a) introducir una forma debilitada
del mismo ¢n su axioma de subcon-
juntos. Pero la operacidn tradicio-
nal que asigna a toda {uncién pro-
posicional en conjunto de objetos
que la satisfacen siguié aparecien-
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do como un rasgo valioso del dis-
curso matemaitico ordinario, como
un medio de considerar Ja exten-
sién de un predicado en tanto en-
tidad matemética individual."
Von Neumann habria sido capaz
de preservar tal rasgo al implemen-
tar el compromiso de negar status
pleno de *‘entidad matematica’’ al
resultado de Ja operacidn y, sin em-
bargo a la vez, admitiendo tal cons-
tnueeidn como una “‘entidad ideal®’
limitada dentro de su sistema, a fin
de evitar las paradojas producidas
por el principio no restringido can-
toriano.

Que hay problemas b4sicos res-
pecto a la nocién axiomatica de
CONjUNtUS se muestra, en partcu-
lar, el tratamiento correspondien-
te de la nocién de subconjunto —
de hecho, el principio no restrin-
gido de furmacidén de conjuntos
puede también verse como un prin-

" C1. Rotan/Knecbone, 1988, pp. 63s.
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cipio inconsistente de formacidon de
sub-conjuntox. Una vez 1nas: pre-
guntarse qué subconjuutos existen
es “‘una cuestion bien definida’’ en
los sistemas axionviticos, desaten-
diéndose los aspectos 1dgico y on-
toldgico del caso y viéndose en la
matematica e} criterio dltimo de su
consiruccion. Pero, en la teoria de
Zermicls, 4l obtencerse aquelios sub-
conjuntos, de un conjunto dado,
especificados por un predicado de-
finido, uno se pregunta si a0 Aay
otros subconjuntos que no se hayan
conseguidn de exa mancra. El pro-
blema puede paralrascarse como si-
gue: el desarrollo de la teuria de
los conjuntos, como la estructura
basica de lu matematicy, requiere
concebir y admiur otros subconjun-
tos aparte de los va asegurados por
el uso del axioma de especificacion?
Sila respuesta es afirmativa, como
de hecho lo es, uno cnipicza a
“concebir’’ y adnitr nuevos sub-
conjuntas e nuevos axiomas. Tal
es ¢l caso del axioma de eleccién:
dlgunos subconjuntos uftles no pue-
den obtenerse por ‘‘comprehen-
sién’’ y deben ser garantizados por
“eleccion’”. Pero incluso este pro-
CESO, NO IMIPUTLA CUANTUS NUeVas
axiomits inrraduzeamos en nuestro
sistema, no resuelve la dificultad;
se manliene la pregunta de st no
habra otros subconjuntos que nues-
tro sisteina enriquecido no pucda
proporcisnar.

Entonces, pudiera ser el caso
que uno requiriera conacer gué son
un conjunto y un subconjunto a fin
de construir una teoria més satis-
factoria. Quizds seu el tiempy pa-
ra una carauterizacion de mas al-
cance de tales nooiunes que la ofre-
cida por ¢l enfoque axiomatico ac-
tual. Como sabemos, una alterna-
nva diferente fue adelantada por
Russell, dunde los conjuntous fuc-
ron consideradus 110 como entidades
primarias con lus cuales debemuos
Lratar, SO COMO GTsirncciones en
una superestrncrura basada en no-
civnes logicas mas lundamenta-
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les.’® Al decir esto, no estamos
postulando el logicismo como solu-
cién, sino sdlo apuntando a una op-
cion dada histéricamente en la que
s¢ conternplé Ja necesidad y exigen-
cia de andlisis mis amplios de la
nocién de conjunto, mis alla de su
pretendido caracter primitivo. De
hecho, incluso representantes dis-
unguidos de la tradicién axioma-
tica han formulado la urgencia de
un andlisis de la nocién de subcon-
junto. Tanto Bernays como Fraen-
kel, por ejemplo, llegaron a pensar
que “‘dar solucién al problema del
continuo posiblemente requiera
una caracterizacién de mais alcan-
ce del concepto de subconjunto que
la ubtenida por el Axioma de Sub-
conjuntos y de Eleccion™ y “‘uno
no puede esperar determinar el nu-
mero de los subconjuntos de clerto
conjunto antes de que se precise sin
ambiguedades qué cosas son’’. 13

Parecemos estar hoy dia ante la
necesidad de un reinicio en presen-
cia de una filosofia, igualmente
nueva, de los conjuntos. Resulta
comiin enfrentar Jos enfoques de
Russell y de Zermelo diciendo que
¢l primero representd ‘‘una teoria
de alto alcance, de gran significa-
do para la légica e incluso para la
ontologia’’ mientras que el segun-
do fue ‘‘una respucsta inmediata
ante lax necesidades apremiantes
del matematico profesional’’ . La
distincidn, sin dejar de ser valida,
resultard enganosa si se empieza
por considerar a uno ‘‘mas filosd-
fico' que el otro. Pensamos que
hay una buena cantidad de filoso-
fia, tAcitamente o no, en ambos tra-
tamientos de los conjuntos, y que
la Gnica cosa “mala’’ de ello ¢s la
falta de aceptacién respecto a la
presencia de supuestos flosificos y
su manera de influir ¢n el desarro-
llo de Jas teorfas.

Y 1bhd, p. 57

" Bernays/Fraenkel. 1458, p_ 26 Cf. Fraen-
ke)/Bac-Hllel, 1958, pp. 934,

"' \'an Heyenoon, 1967, p. 59,
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Otras presuposiciones

Cuando uno define subconjuntos
por comprehensién, digamos en el
sistema de Zermelo—fraenkel, su-
cede que uno habla mids de una
“‘cunstruccidn’’ del abjeto reque-
rido, a saber, el subconjunto. Esto
no estd muy lejos del hecho de
aceptar que tanto la l6gica como ta
matemitica no inventan sus obje-
tos, sinu que los descubren dentro
y en términos de un universo pree-
xistente. Parafrascando una ora-
ci6n de Russell, uno podria decir
que la teoria de los conjuntos debe
ser descubicrta justo en ¢l mismo
sentido ¢n que se dice que Colén
descubrié las Indias Occidentales
y que ¢reamos cOnjuntos ranto co-
mo él ¢reé a los indios.'s Esta po-
sicién de realismo platénico, en
una forma mds o menos atenuada,
puede verse en ¢l problema consi-
derado anterioriuente.

Por otra parte, Cantor fue criti-
cado de psicologismo debido a su
método de abstraccion. Pensamos
que un término mas adecuado se-
ria el de “‘idealismo’’, debiéndose
su actitud, quiza, al fuerte entre-
namiento escolastico que tuvo, co-
mo fue asimismo cl caso de su pre-
decesor Bolzano. Dando cualquier
agregado A, Cantor considera que
su ndmero cardinal M (la notacién
hace referencia al doble acto de abs-
traccién) es ‘‘un agregado defini-
do compuesto de unidades’ y que
tal entidad “liene existencia en nues-
Ira menle cOMO UNa imagen o pro-
yeccion intelectual’” del agregado
M en cuestién.'

Aquellas ‘‘unidades’’ fueron
abstraidas de la naturaleza de to-
dos y cada uno de los elementos de
M. Pero 1al ‘‘imagen intelecrual’’
es algo més que una iragen psico-
légica, poseyendo un status ontolé-
gico por si misma. Esto resulta evi-
dente en la critica de Cantor al

' Russelt, 1901, p. 312.
18 Canior, o/f., p. 86 (el subrayado es
nuestro).

Grundzuege der Geomnetrie de Verone-
se, cuando acusa a este matemat-
co de operar con ‘‘nimeros
pseudo-transfinitos, y les adscribe
propiedades que no pueden poseer
simplemente porque ellos mismos,
en la_forma imaginada por ¢l, no tie-
nen existencia excepto en ¢l pa-
pel’’."7 Es claro que el compromi-
so aqui es algo mas que la existen-
cia de una imagen psicolégica. En
relacidn a este punto, ¢l avance he-
cho por Frege en la aritmética ted-
rica de nimeros finitos y transfini-
tos, con su definicidn puramente
l6gica del concepto de nimero, es
importante tanto por la falta de re-
ferencia a actividades mentales co-
mo porque no hay necesidad de
asumir la existencia de nuevos en-
tes no definidos llamados ' ‘nime-
ros’’, ya que ¢stas construcciones
ge hacen a partir de la légica. Di-
cho entre paréntesis, Cantor no fue
consistente con sy practica de la
virtud matemética de evitar equi-
vocidad en los términos introduci-
dos en la teoria. En el caso de u-
pos ordinales en agregados {inttas
y los correspondient¢s numeros
cardinales ambos son denotados
por los mismos signos, st bien son
conceptualmente diferentes unos de
otros.'*

Cuando 16gicos matemiticos co-
mo Kuratowskl y Mostowski apun-
tan que la axiomatizacion de la teo-
ria de Jos conjuntos ‘‘ain no ha al-
canzado su  forma  mas
perfecta’ ' la nucidn de ‘‘carac-
terizacién’’ de los conjuntos, més
que la correspondiente de ‘‘cons-
truccién’’ de los mismos, parece es-
tar una vez ras presente y, con
ello, un platonismo de los conjun-
tos. Tal supuesto se halla implica-
do, creemos, en su discusién de los
diferentes papeles que los axiomas
juegan en las teorfas matematicas.
Primero esta e caso de cuando los
axiomas '‘caracterizan por comple-

7 Jbid., p. 218 (¢l subrayado es nuestro).
8 Jpid.. p. 113,
¥ Kuratowski/Mogtowski, 1968, p. 58,

to la teorfa’’ puesto que ellos son
en algin sentido una definicién de
las nociones primitivas de la mis-
ma. Hay entonces una construc-
c16n acabada, siendo un ejemplo de
esto la teoria de grupos. Segundo,
cuando los axiomas formalizan
‘‘sSlo ciertas propiedades elegidas
de las nociones primitivas de la teo-
ria”’. Esto sucede en la teoria de los
conjuntog, donde ‘‘el propésito de
los axiornas no es dar una descrip-
cidn de las nociones primitivas, si-
no mas bien ofrecer una sistemati-
zacién del concepto intuitivo’’.2°

Tal distincién establece dos va-
ras diferentes para medir. Algunas
nociones advendrian a una especie
de frat axiomdtico, como en ¢l ca-
so de un grupo definido como un
conjunto y unas operaciones, satis-
faciendo los axtomas de la teorfa de
los grupos. Por otra parte, habria
ciertas ‘‘nociones intuitivas’’ que
no podemos axiomatizar comple-
tamente, como en el caso de los
conjuntos. Pero alguien podria de-
Cir que su intuicton de Yo que es un
grupo no ha sido completamente
caracterizada porque, digamos, su
intuicién reclama la existencia de
algunos elementos que la teoria del
carmpo, mas no la del grupo, carac-
teriza como inversos multiplicati-
vos. Para tal persona la teorfa de
los grupos no habrfa alcanzado *‘su
forma mdés perfecta'’. A la inver-
sa, uno podria considerar una teo-
ria restringida de los conjuntos, di-
gamos, la correspondiente a las
operaciones booleanas, como una
caracterizacién completa de una
teoria.

Resulta revelador, a este respec-
to que el problema filoséfico de es-
tablecer la ‘‘verdad intuitiva’’ de
los axiomas aparezca tan s6lo en
conexién con el segundo caso.
Cuando ciertos axiomas pretenden
caracterizar una nocién intuitiva de
los conjuntos, podemos preguntar
hasta qué punto tienen éxito en

2 Ibid,, p. 56.
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ello. El critenio es aqui demasiado
vago, si ¢s que hay alguno, y pa-
rece que de una manera u otra €s-
td implicando un supuesto sobre
cierta clase de realidad de log conjun-
tos a la cual la intuicién remite. En
forma por demas explicita, Godel
afirma que los axiomas de la teo-
ria de los conjuntos ‘‘describen una
realidad bien determinada’’.?’ No
comparte ¢l punto de vista de que
la teoria de los conjuntos no sea
miés que una teorfa hipotética que
matematicos y l6gicos encuentran
interesante de estudiar y analizar.
Para la concepcién platonista de
Godel, el enunciado, digamos, del
axioma de eleccidn tiene un carac-
ter categdrico mas bien que hipo-
tético; de hecho, todo enunciado
sobre conjuntos seria verdadero o
falso, y la indecidibilidad de cual-
quier enunciado, por ejemplo, la
conjetura de Cantor, 36lo sigmfi-
caria que los sistermas de la teorfa
‘‘hasta donde son conocidos hoy en
dia’’' no contienen ‘‘una descrip-
cidn completa de csa realidad’’.?

Es un hecho que no todo mun-
do en ¢l drea de la matemética es-
ta de acuerdo con esa tesis. Peroen
el rechazo uno debe buscar las co-
rrespondicntes presuposiciones fi-
loséficas: la diferencia puede ras-
trearse hasta su origen como una
discrepancia entre filosofias asumi-
das. E! punto aqui es que las pro-
posiciones extramatematicas, inclu-
80 no aceptadas como existiendo,
determinan la construccién y préc-
tica real de la matematica. Una co-
sa sorprendente es que el que esta
controversia de si las concepciones
maternaticas son inventadas o des-
cubiertas, esto es, $1 son nuestra
creacién 0 mas bien poseen una
existencia independiente por 8i mis-
ma, es tan vivida hoy en dia como
en los tiempos de Cantor y Kro-
necker.

Hay otro tipo de distincién res-

U Gidel, 1947, pp. 515-525.
2 Ibid.
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pecto a los axiomas que pudiera
aclarar algunos de los presupues-
tos implicados en la nocidn de con-
junto. Tiene que ver con cierta cla-
se de logicismo. Resulta que entre
los axiomas de una teuria, algunos
son considerados mis iniportantes
o fundamentales, poscyendo una
naturalcza mas logica que los otros.
Asi, el principio de buen orden es
llamado por Cantor “‘una ley logica
fundamuental de gran consecuencia,
digna de atencidn por su validez
umversal’' % Fraenkel llega inclu-
so a decir que ese principio “tienc
nv s6lo una naturaleza matemati-
ca, $no también una l6gica y qui-
24y aun una naturaleza epistemo-
[6gica’;** de acuerdo con Hilbert,
un principio logicu general que es
necesario ¢ indispensable ya para
las primeros elementos de la infe-
rencta matematca’ .** Algunos de
los axiomas juegan, entonces, un
importante papel ldgico en ¢l razo-
namiento materndtico gue los dis-
tingue de la puramente conjuntis-
tas. Si alguien exige una justifica-
cién de tal difercncia, lu mas que
ubtiene es un referirse a la intui-
cion y lus sentimientos; y asi, uno
debe sorprenderse de encontrar gue
no existe unanimidad entre Jos ma-
temadticos respecto a la aceptacion
u rechazo de ciertos axiomas pur-
ticulares, En el caso del axioma de
regularidad, por ¢jemplo, aunque
posee un gran poder simplificador
y de acucerdo con Kuratowski y
Mostowski este principio expresa
una ‘‘propiedad de loz conjuntox
intuitivamente obvios' ** qu¢ no
puede derivarse de los otros axio-
mas, es rechazado por estos ]16gi-
cos como uno de Jus axiomas de su
sistemna porque carece de la **plau-
sibilidad inmediata’ de los ya
aceptados.?

i Cirado en Fracnkel, 1961, p- 223.

2 Fraenket, 1966, p. R7.

Z Cirado cn Fracnket/Bar-Hille), 1966,
p- 87.

1 Kuratowski’Mosiowski, (968, p. 156,

7 Ibidem.
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Uno puede preguntarse si esta
segunda clasificacién de los axio-
mas, en términos de nociones 16-
gicas, posee una correlacién no tri-
vial con a anterior, dada en térmi-
nos ontolégicos. Pudiera no ser ac-
cidental que la tesis logicista fue
creada y desarrollada por defenso-
res del realismo como una filoso-
fia de Ja matematica.

Por otra parte, parece que para
alguien tan platénico como Gédet,
la teoria de los conjuntos es més si-
milar a la 1égica, en €] sentido de
ser una especie de constituyente ob-
jetivo del razonamiento matemaéti-
€O mismo, que una teorfa matema-
tica puramente hipotética. Quizas
estas dos visiones tienen rmas en co-
mun de lo gue se acostumbra pen-
sar. Como sefialamiento de tal vin-
culo, egti el tomar a la no contra-
diccidon como criterio decisivo de
existencia matemitica.

El caso del axioma de ¢leccién
puede ilustrar, sin duda, lo que
acabamos de apuntar. Dada la
prueba de independencia de Cohen
en 1963, la mayorfa de los mate-
maticos profesionales que parecen
compartir, tacitamente 0 no, una
perspectiva ontolégica realista, han
aceptado el axioma como un prin-
cipio bésico y ortodoxo del razona-
miento. De hecho, el que haya si-
do favorecido este axioma con res-
pecto a varios principios
equivalentes se basa en su ‘‘carac-
ter logico general’’ que po ¢n una
especie de evidencia superior.’
Por otra parte, el axioma es pura-
mente existencial, esto es, no aflr-
ma la posibilidad de construir un
conjunto de eleccidn; ésta es una
caracteristica que, como bien dice
Fraenkel, ‘‘no se conforma con el
reino de la aritmética pura o al r-
gor de la geometria en el sentido
griego'’, pero tampoco guarda dis-
crepancia con el espiritu de la ma-
tem&tica actual, s1 consideramos
que ‘‘el andlisis clasido moderno vy,

8 Gf, Fracnkel/Rar-Hillel, 1958, p. 71.
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por lo tanto, la geometria tampo-
co tienen en general —en contras-
te con Jos matemiticos
intuicionistas— ese caracter’’.®
Uno se pregunta si este axioma ca-
racteriza a algin subconjunto de
un conjunto dado, o simplemente
‘‘construye’’ un conjunto en térmi-
nos de un enunciado existencial.
Para algunos matematicos el pro-
blema pudiera ser irrelevante pe-
ro no para otros, especialmente pa-
ra los platonistas. Con todos, aun
entre aquéllos que aceptan el axio-
ma, hay la costumbre de evitar su
uso siempre que el axioma no sea
requerido por Ja naturaleza del pro-
blema y esto se hace ‘‘por respeto
a la pureza del mérodo*’.3"

En la aceptacidn o el rechazo del
axioma de eleccién uno puede de-
tectar la ausencia de un criterio 16-
gico, tal como sefalamos anterior-
mente, estando las posiciones mas
fuertes influenciadas por razones
practicas ¢ incluso por emociones
que por argumentos de principio.
(Asf, ha habido m4s razones psico-
légicas que légicas implicadas en
este asunto.) Se ha dicho que en-
tre las dos partes en pugna jamés
ha sido posible una polémica por
no haber una ldgica comin, de ma-
nera que los Jégicos y los matema-
ticos, por igual, no han podido ha-
cer algo mejor que insultarse mu-
tuamente.

Las consideraciones practicas
suenan como un criteric mds per-
tinente. La versién para aceptar ¢l
axioma de eleccidén encontré una
mejor base cuando vino a ser ob-
vio que el principal propésito co-
nectado con el buen orden desde
1880, esto es, el fijar el lugar de Ja
potencia del continuo en la serie de
los alephs, no habia adelantado lo
mas minimo por el teorema del
buen orden. El axioma de eleccidn,
debemos recordar, fue introducido
originalmente por Zermelo para

¥ Ibed., pp. 78s.
3 1bd.. p. 7S.

probar aquel teorema y, asf, la
comparabilidad entre nimeros car-
dinales. Por otra parte, se ha ne-
cesitado el axioma para otros pro-
pésitos; en general, para garanti-
zar la existencia de conjuntos que
no pueden asegurarse de otra ma-
nera. La independencia del axio-
ma y la prueba de que algunos teo-
remas maternaticos, de particular
interés para el profesional, no pue-
den probarse sin su ayuda, forta-
lecieron una actitud ya presente en
Principra mathematica, donde no se
pregunta si un axioma es ‘‘verda-
dero’’ o ‘“‘admisible’’, sino mis
bien qué partes adicionales de la
matemética pueden obtenerse con
su respaldo.

Sea como fuere, e} origen del
axioma de eleccién no es muy di-
ferente de la historna de otros prin-
cipios. Uno puede ver que el desa-
rrollo de la matemitica ha presen-
tado dos rasgos principales: uno, la
progresiva obtencidn de nuevas con-
clusignes de premisas previamente
aceptadas; el otro, la adicién de nue-
vas premisas a aquéllas ya elegidas,
esto de acuerdo con las necesida-
des de la matematica (y de las cien-
cias). Esos nuevos principios fue-
ron usados inconscientemente en ¢l
trabajo diario del matematico an-
tes de que se hicieran patentes y al-
canzaran aceptacién. En forma si-
milar, el axioma de eleccidn s¢ ob-
tuvo por un método a posteniar, esto
es, al examinar y ‘‘analizar légica-
mente conceptos y métodos y prue-
bas que se hallan, de hecho, en la
matemética y cuyo desarrollo ori-
ginal de tipo intuitivo se basaba
mais en fundamentos psicolégicos
que légicos’’ .3’ Tal examen puede
o no llevar a un nuevo principio y,
de ser ese el caso, entonces pensa-
mos que la referencia a la ‘‘eviden-
cia intuitiva o 16gica’’ es irrelevante
o al menos secundaria. El princi-
pal criterto en tal aceptacidn pare-
ce no ser otro que las necesidades

N Jbid., p. 79.



de la matematica de ]a ciencia. El
papel de la primera en las teorfas
de los conjuntos resulta determi-
nante en mas de un sentido.

Teoria de los conjuntos
y matemitica

Mendelson expresa una actitud
tmuy comun entre los légicos ma-
temniticos cuando, al referirse a las
distintas teorfas de los conjuntos,
aftirma que la seleccién de una de
ellas es *‘antes que nada una cues-
tidn de gusto’’ y que ‘‘no hacemos
ninguna demanda acerca del siste-
ma que usaremos, excepto el que
sea una base adecuada para la ma-
temética contemporéinea’’.3?

Esta exigencia se hallaba ya pre-
sente desde los inicios mismos. Pa-
ra Cantor, su teorema que corres-
ponde al viejo problema del contt-
nuo, ‘‘debiera ser considerada la
base misma de la teorfa de los con-
juntos”’.3 M4s ain, la motivacién
original de Cantor fue la de bus-
car una solucidn para ciertos pro-
blemas particulares en el andlisig y
él interpret6 a la nueva teorfa co-
mo una generalizacién de una par-
te de la matemitica: ‘‘de hecho, la
aventura es generalizar o continuar
la serie de los cnteros reales mas
alla de) infinito’’ .34

En el surgimiento de la toerfa
axiomatica de los conjuntos, como
una respuesta a lag antinomias, en-
contramos la misma actitud origi-
nal hacia la matemitica. El enfo-
que de Zermelo estuvo fundamen-
talmente motivado por las
necesidades reales del matemético
profesional. El cardcter *‘bastante
arbitrario’’ de los procedimientos
que se siguieron para la eleccién de
los axiomas de la teoria de
Zermelo-Fraenkel, segin el propio
Fraenkel confiesa, ‘‘est4 mas bien
Jjustificado por el desarrollo histé-

*2 Mendelson, 1966, p. 159,
33 Cf. Fracnkel, 1961, p. 58
M Ibid., p. 3.
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rico de la teoria de los conjuntos
que por argumentos légicos’’ .3
Este desarrollo histérico no es otro
que el estructurado por la motiva-
cién primitiva matematica. Hoy en
dia vemnos, por ejemplo, que la dis-
cusion de los conjuntos, en Bour-
baki, también esta escrita para el
matematico profesional, siendo el
interés establecer una teoria de los
conjuntos segura ‘‘como ¢l funda-
mento para un edificio unificado de
la totalidad de la matematica pu-
ra’’.* El mismo espiritu se en-
cuentra en casi cualquier fibro o
texto sobre teoria de Jos canjuntos.
El texto de Monk busca - ~ una
“introduccién a toda la teoria de
Jos conjuntos necesitada por la ma-
yoria de los maternaticos’’, sobre
la base que “‘la teoria de los con-
juntus debe formar el fundamento
l6gico para toda la matemética’ .
Cuidnta teoria de los conjuntos ne-
cesita el matematico profesional y
qué tan Importante ¢s esta disciph-
na para la matematica son, sin em-
bargo, puntos debatibles. Como di-
ce Halmos en su conocido texto,
““todo matemarico esta de acuerdo
que todo matemitico debe conocer
algo de tcoria de log conjuntos; ¢l
desacucrdo comienza al tratar de
decir cudnto cg ese algo’’. Su pro-
pia respuesta no carece de¢ ironia
cuando dice: “*s) usted quiere ger
un matemdtico, necesita algo, y
aqui esta; léalo, digiéralo y ol-
videlo®’ .3

Aunque la conexién entre teoria
de los conjuntos y matematica es
evidente, la naturaleza e importan-
cia de tal reJacién no es del todo cla-
ra. La mayoria de los légicos ve a
la teoria de los conjuntos como ¢l
fundamento de ]a matematica. Desa-
fortunadamente tal caracterizacién
es suficientemente vaga como pa-
ra permitic varias interpretaciones.

3 Bernays/Fraenkel, 1958, p. 31.
3¢ Rotman/Knecbone, pp. 129s.
37 Monk, 1969, p. vii.

38 Halmos, 1960, pp. ss.
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Algunos diran que Ja teoria de los
conjuntos aporta la base de Ja ma-
temética en el sentido de un “‘subs-
tratum’’ o incluso una ‘‘justifica-
cton’’; otros la consideraran como
una fuente de métodos y directri-
ces para desarrollos ulteriores; los
mas escépticos afirmaran que la
teoria de los conjuntos reproduce
a la matematica en el sentido de
una traslacion a otro lenguaje, pe-
ro sin beneficio subsiguiente para
Ja maternética actual; ain otros ve-
ran en Ja teoria de los conjuntos
simplemente una rama nueva de la
matemitica a ser desarrollada por
ella misma, y asi sucesivamente.
Sea como fuere, muchos matema-
ticos consideran que preguntar has-
11 dénde puede usarse la teorfa de
log conjuntos como base o marco
de referencia de la matematica es
““‘un problema serio y profun-
do’’.* Esta actitud que pudiera
llamarse 16gica y fundamentalista
pugede encontrarse, por ejemplo, en
¢l wrabajo de Bernays, interesado
esencialmente en el desarrollo for-
mal mismo. De hecho, incluso en
el tratamiento de Bourhaki las con-
sideraciones de fundamenio son
centrales, al grado que Ja discusién
general resulta mas elaborada y
““légica’ de lo que muchos mate-
maticos sentirian como nNecesario
para sus requerimientos en el tra-
bajo cotidiano.

Actualmente la matematjca es
vista como el estudio de escructu-
ras abstractas. Muchos tipos de es-
tructuras con variados grados de
complejidad se estudian en sus di:
tintas ramas. Para los légicos, ta-
les estructuras requicren de un so-
porte y si el principal papel de ia
teoria de los conjuntos seria pro-
porcionar un subsiratum untversal.
Para ese propésito se postula un
‘“‘universo de conjuntos’’ de manc-
ra que, dentro de ese universo, uno
puede entonces canstruir matema-

¥ Fraenkel, 1961, p. 193. V&ase log comen-
tariog aateriores.

ticamente sistemas de enadades,
exhibiendo lay cstructuras matema-
ticas conocidas. Tal es el progra-
ma implementado, por ejemplo,
con los axiomas de Zermelo-
Fraenkel, que implicitamente de-
finen un universo de cenjuntos que
busca ser lo suficientemente com-
prehensivo como para responder a
los requerimientos de la mate-
niatica.

Es cierto que toda teoria mate-
miatica se veupa de “‘objetos’’ de
cierta clase y que un sistema de més
atta generalidad, comu la teoria de
los conjuntos, debe asimismo ba-
sarse sobre algdn dominiv postu-
lado de objetos, cuyas propiedades
escriciales estén contenidis ¢n los
axiomas formales. Asi, s dice que
el universo de conjuntos al que Ja
teoria de Zermelo-Fracnkel hace
referencia, sirve precisaments como
el universo de discurso postulado
para un tipo particulay de investi-
gaciones abstractas y puede argu-
mentarse que tal universo de con-

juntos no pretende, en forma algu-

na, ser el modelo abstracto de uno
rcal, existente. Que este problema
no se halla resaelto lo sabemos, da-
do lo que dijimos antes sobre la
“naturaleza’’ de los axtornas, esto
es, si interpretamos log axiomas de
la teoria como describiendo o ca-
racterizando una realidad particu-
lar, o como simplemente propor-
cionando Jas reglas de lo que pu-
diera ser visto como un juego.
Se ha considerado como no ac-
cidental, que en el nacimiento de
la teorfa de los conjuntos, en 1833,
ge acund como mote ¢l que la esen-
cia de la matematica se hallaba en
su liberlad. De acuerdo con tal pun-
to de vista, al organizarse como sis-
temas formales, la teoria de
Zermelo-Fraenkel constituyé un

juego diferente al de la teoria, di-

gamos, intuicionista. Cualquiera
de esos juegos reglados es, en cuan-
to tal, tan bueno como los otros v
¢l preguntar cual de clios conven-
dria elegir no tiene senudo, a me-



nos que empecemos por buscar al-
g(in otro ¢riterio mas alld de ta pu-
ra formalizacion axiomatica. Los
matematicos platonistas sostendrin
gue poseen ¢} mas natural y correc-
to entre tides criterios. Pero la pre-
senciy de diferentes ¢ incluso con-
tririas teorias de los conjunto y la
falta de una s6hda base para poder
decir gue un ¢nterv sca ‘mas’’
verdadero que otro, hace pocu sos-
tenible esa pretension contra lo que
pudicra haberse pensado cn un
privcipio. ;Coémo diria uno que es-
14 logrando “‘descubrimientos"’
acerci de una “‘realidad indepen-
diente’’ byjo tales circunstancias?

El requisito du que toda teoria
de los conjuntos propuesti debe re-
productr en la superestructura las Je-
yes aceptadas de la matematica,
pudiera adelantarse como el crite-
riv descado al elegir entre teorias
mtuinvamente indecibles. Pero és-
te no es el caso, porque st bien el
requerimiento es til como una
gufa parcial al idear una tevria de
los conjuntos, es una condicion nece-
sar en su construccidén. Se requie-
r¢ toda verdad de la teoria de los
conjuntos, come ex ¢l caso de Qui-
ne, comy ‘‘siroplemente un voca-
bulario restringido que conviene”’
donde se formula un sistema gene-
ral de axiomas para la matematica
“as{ queden los conjuntos donde
seat

El principiv llarvado de parsimo-
na, ¢ incluso consideraciones mmas
esteticistas, han jugado un papel en
la construceidin y aceptacion de teo-
rias. Y aunque es del todo cierto
que algunos matcmdticos se enor-
gullecen al describir su disciplina
€OMO UNa tarea puramente artisti-
¢4, la historia ha mostrado que ta-
les actitudes no han sido determi-
nantes, en lo esencial, en ¢l desa-
rrollo de  la  matemitica,
considerada cn su totalidad.

En cualquier caso, nos hallamos
en up punto similar al de un prin-

f« Quine, 1966, p. 34.

cipio si vemos la matematica como
¢l criterio buscado: permancce cf
problema; ahora en términos de di-
ferentes e inchuso contrarias teorfas
y Concepcioncs marematicas.
Parece razonable concluir que
w criterio para la matemitica se-
ria un criterio para las teorias de
Jos conjuntos, y no resulia muy
aventurado buscarlo en el campo
de las ciencias empiricas. Una ra-
26n para preferir uno de los siste-
mas formales de los que hemos ve-
nido hablando, pudtera ser gue, a
la postre, tenga aplicaciones en las
ciencias con caracteristicas de ma-
vor confiabilidad v fecundidad.
Nos parece que s1 la hipbtesis ge-
neralizada de] continuo encontra-
ra un uso en alguna rama de la fi-
sica, por cjemplo, cualquier teoria

de los conjuntos en la cuxdl na se
contary con ella se consideravia co-
n defectuosy ¢ inapropiada.

Es verdad que lax weorius de log
conjuntos, lo mismo gue la mate-
méatica, prrmiten € inguso motivan
fa construccian hbre de bellas v sor-
prendentes estiucluras, admirables
por sf mismas. Pero es igualmuente
CICrto gue precisamnente esla posi-
bilidad ha conducido a bizantinis-
mo infecundos en ¢l pensamiento
tedrico que tuvieron que desapare-
cer porque el curse de T historia
era otro. Las actitudes pragmati-
cas en la empresa cientifica han te-
nido la virtud, entre otras, de lla-
mar la atencidn contra lo gue pu-
dicra ser descrito comn un cancer
y una mitificacion de la inetodolo-
gia pura.
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