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E n el siglo XVII, al estudiar Newton
fendmenos fisicos como la gravita-
cién, descubnio que el calculo diferencial
era Ia herramienta matematica precisa
para estudiarlos. Basandose en el calculo
diferencial pudo determinar con gran
exaclitud las érbitas de los planetas alre-
dedor del Sol. Desde entonces el calculo
diferencial e integral ha sido usilizado
para explicar gran cantidad de fenéme-
nos.

Al mismo tiempo otros cientificos
como Euler, D’Alembert, Lagrange, Ja-
cobi, Legendre, Hamilton y Fourier du-
rante los siglos X VI y XtX desarrollaron
extensivamente las teorias del movimien-
(o planetarjo, del calor y de los fluidos
entre otras. Para ello usaron y contribu-
yeron significativamente a Ja teoria de
ecuaciones diferenciales, que desde en-
tonces ha estado estrechamente ligada
con el desarrollo de la Fisica.

En la mayoria de los casos, las ecua-
ciones diferenciales que se encuentran
en la practica tienen una solucién; sin
embargo, encontrar ésta en forma exacta
no es posible. Fue entonces que H. Poin-
caré a {inales del siglo XI1X se pregunto
como obtener informacién de las solu-
ciones de estas ecuaciones diferenciales
sin tener la forma explicita de la solu-
cidn, creando asi el estudio cualitativo de
las ecuaciones diferenciales que hoy se

La linea mds corta entre
dos puntos es la curva barroca
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que hoy se conocen como fractales. Algu-
nos de éstos eran ya conocidos por los to-
pologos desde principios de siglo, pero
habian quedado relegados a mera curiosi-
dad geométrica. Recientemente se ha vis-
to que la existencia de fractales es casi un
hecho general en los sistemas dinamicos.

Los sistemas dinamicos constituyen hoy
en dia una fuente para el modelaje de
fenomenos en muchas ramas de las cien-
cias como la biologia, economia, quimica,
ciencias sociales, etcétera. Contribuyen a
responder preguntas tales como la forma
en que se desarrollan las galaxias, como
surgen y se desarrollan las especies o la
manera en que se desarrolla la economia.
Los fractales se han encontrado en mu-
chos procesos como por ¢jemplo las tuc-
bulencias, los terremotos, el clima, la acti-
vidad cerebral, entre otros. Un hecho
importante es que el avance de Ja compu-
tacién ha ayudado a esclarecer muchos de
estos fepomenos como veremos mas ade-
lante.

El estudio de los fractales y los siste-
mas dinamicos es reciente y su desarrollo
es aun incipiente, aunque dia a dia se pu-
blican contribuciones que hacen que esta
rama avance espectacularmente, ademas
de que esta estrechamente relacionada con
casi todas las ramas de las matematicas *.

*En la Universidad Auldnoma de Puebla, diversos gro-
pos de invesligadores se dedican a estudiar estos aspec-
tos de la dindmica y los fractales. Entre olros se encuen-
tran los siguientes: Dr. Harold V. M¢Intash, del Departa-
mento de Aplicacién de Microcomputadoras del ICUAP,
sus estudiantes Aardn Cristobal y Gisela Varela (quienes
amablemente me proporcionaron las graficas de 1a Figu-
ra 10 oblenidas de sus programas) y el M. C. Julio Poisot,
de la Facuitad de Ciencias Fisico-Matemiticas.

conoce como teoria de sistemas dinami-
€os, ue no es olra cosa que las matema-
ticas del movimiento.

Dentro de esta rama de las matemati-
cas, y alrededor de 1960, empezaron a
surgir de forma natural ciertos objetos
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FIGURA 1

Fractales, definicion y ejemplos

Para definir un fractal tenemos que par-
tir de un espacio base, el cual puede de-
finirse dentro del conjunto de los nime-
ros reales () con alguna dimension es-
pecifica (n): el espacio de tres dimen-
siones, el espacio plano de dos dimen-
siones o una linea que tiene una dimen-
sion. En estos espacios que son conoci-
dos por los matematicos como #3, ®*y
R, respectivamente, y sus generaliza-
ciones 2 n dimensiones ®°, es donde
viven los fractales. También hay que
considerar lo que llamaremos dimen-
sion fractal y que denotaremos por d,
que esta definida como sigue:

Para cualquier subconjunto X del es-
pacio &° definamos la dimension frac-
tal de X, d (X) como:

log n,(£)
dF(X) = - lim sup L
£-0 log €

donde £ es cvalquier nimero real y
n,(€) es el minimo nimero de esferas de
radio menor o igual a € que es necesario
para cubrir X.

Diremos que X es un fractal si el
nimero d (X) asociado a X no es un
nimero entero.

A continuacion se describen algunos
ejemplos para entender este proceso:
consideremos primero un intervalo, que
denotaremos por I, de longitud igual a
uno. Si tomamos £ ='/2 es facil ver que
n,('/2) = 2 (es decir, dos esferas de radio

£=!2 cubren el intervalo de longitud
igual a uno); si tomamos £=Y4, entonces
nl('/4) = 4; en general si £=l/k entonces
n,('/k) = k de donde:

log n(1/2) log2  logn(i/4) log 4

log (172) “log 2 Tog (1/4) -log 4
log n,(1/k) log k
tog (1/k) -log k

y todos valen menos uno, asi que d (I)=1.
Es facil ver también que d (&%) = 2
(donde #2 es el plano) y que en general
d.(®") = 0, donde n es un nimero entero
y por lo tanto estos espacios no son
fractales.

El primer ejemplo fractal que
aparecio en ecuaciones diferenciales es
debido a S. Smale!, quien al estudiar
cierta ecuacion diferencial encontré el
llamado fenomeno de la herradura, de
donde surgié el conjunto que los
topologos conocian anteriormente como
Conjunto de Cantor y que se construye
de la siguiente manera. Se comienza
con un intervalo |, el cual se parte en tres
partes iguales quitando el intervalo
central, cada una de las partes restantes
se divide en tres iguales, y se les quita la
central y asi sucesivamente.

El limite de este proceso es el Con-
junto de Cantor y esta constituido por
un conjunto especial de puntos conteni-
dos en el intervalo 1. Para calcular su
dimension fractal: denotaremos C a
dicho conjunto de Cantor y tomaremos
pam ¢ los valores /3, V/32,...,)/3" sucesi-
vamente, del primer paso para construir
C se obtiene n('/3)= 3-1=2, del segun-
do paso se obtiene que n('/3%)=3%-5=
4= 2%y en general n (/3")= 2" de donde
por la definicion de dimension fractal,
resulta:

log 2° nlog2 log?2
d (C) = -lim sup =. = ,
e—~ 0 log (1/3n) -nlog3 log3

como el nimero

iog 2

= 0.6309
log 3



no es un ndmero entero, entonces C es
un conjunto fractal. Hay que observar
que si al construir C, en lugar de quitar
en cada proceso la tercera pare, quita-
mos la cuarta parte, obtendremos otro
conjunto de Cantor homeomorfo al
original pero con dimensién fractal
distinta.

El siguiente ejemplo que veremos es
el que se ha denominado como copo de
nieve, que es un subconjunto del plano
R? y que se construye recursivamente
de 1a forma que se ilustra en la Figura 1.

Se comienza por un triangulo y cada
Jado se divide en tres segmentos, el
segmento de la mitad se sustituye por
un triangulo sin base donde la longitud
de cada lado de este triangulo es igual a
la tercera parte del lado del triangulo
inicial y asi sucesivamente. La figura
limite es una curva que sepam al plano
en dos regiones, entre otras cosas se
puede probar que ¢l area de la region
que encierra esta curva es finita pero su
perimetro es de longitud infinita, esta
curva es también el tipico ejemplo de
una curva continua pero que no es dife-
renciable en ninglin punto. Para calcu-
lar su dimensién fractal denotaremos
por N al copo de nieve, bastara analizar
uno de los lados del triangulo inicial.
Tomemos para € la sucesion € =13,
1/32,...,./3%, entonces del primer paso de
la construccion de N n ('/3)= 4, del se-
gundo paso n, ('/3%)= 47 y en geoeral del
nt1 paso n,('/3")= 4" de donde

log 44 njogd log4s

d.(N) = -lim Sup = = ,
n—~ > -log(1/3") nlog3 log3
como el nimero

log 4

= ).2619,
log 3

no es un nimero entero entonces el
copo de nieve es un fractal. Otros ejem-
plos de fractales conocidos anterior-
mente por los topdlogos estan represen-
tados aproximadamente en la Figura 2.

La definicion de un fractal no es to-
davia definitiva porque todo depende
de la forma en que la teoria y los expe-
rimentos avancen, pero hasta ahora esta

FIGURA 2
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definicion que hemos dado es la mas
adecuada porque el célculo de las di-
mensiones fractales d_es facil de obte-
ner cuando hay procesos recursivos
como en los casos anteriores.

Existen en la literatura otras dimen-
siones fraccionarias como la dimension
de Hausdorff que también se usa para
definir fractales, pero esta dimension es
mas complicada de calcular; de
cualquier forma hay relaciones
muy estrechas entre invariantes
del tipo dinamico con 12 dimen-
sion fractal, y que refuerzan la
aceptabilidad de esta definicion.

Respecto a los fractales se
han escrito algunos trabajos que
destacan por su claridad, uno
especialmente relevante es el

FIGURA 3

hermoso libro de Mandelbrot ti- e °

tulado Ia geometria fractal de
Ia naturalez .

Sistemas dinamicos

Para explicar lo que se entiende
por un sistema dindmico debe-

MOS eSCOZEr PrMEro un espacio 117 N
. ') \
base que puede ser ]a Tiema, el \ \\ . ) /I

Sol, el sistema planetario, una \
mesa, una esfera o el espacio n-
dimensional; estos espacios base
se llaman espacios topologicos
y los denotaremos por B. A
continuacion debemos definir
una funcion en este espacio base.
Por ejemplo, puede ser un es-
tanque con truchas, y la funcion
seria el lugar que tiepen éstas
después de un cierto tiempo.
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FIGURA 4.1
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Esta funcion se denota por f: B— B,
lo que significa que a un punto cual-
quiera p en B se le asocia el punto f{p).
Como es posible reiterar este proceso,
entonces al punto f{p) se le asocia el
punto ((f{p)) y asi sucesivamente. Ello
genera una orbita de p, que son los
puntos p, f{p), f(f(p)), {&f(p)))... Cada
punto p de B tiene una orbita, y el
estudio de estas Orbitas es precisamente
el sistema dinamico en B, debido a f.

Aunque estos ejemplos tienen como
base nuestra experiencia fisica, todo
esto se puede abstraer y generar en un
sinfin de sistemas.

Las orbitas de un sistema dinAmico
se comporntan de muy diversas formas.
Puede suceder que una orbita consista
de un sélo punto, esto es p=f{(p), estos
puntos se llaman puntos fijos del siste-
ma y por medio de la derivada de f se
puede conocer lo que pasa a su alrede-
dor. Hay otras Orbitas que consisten de
un nimero finito de puntos por lo que
después de repetir el proceso un cierto
numero de veces se regresa a la posi-
cion inicial, y se llaman orbitas periddi-
cas. Otras orbitas son cuasi-periodicas,
es decir, que repitiendo el proceso los
puntos se mueven cerca de una orbita
periddica y hay 6rbitas donde los pun-
tos viajan y son atraidos hacia otros
conjuntos (véase la Figura 3).

Un conjunto del espacio B que resul-
ta de sumo interés en dinamica, es el
conjunto limite de orbitas bajo fy que
denotaremos por A(f). Este conjunto
A(f) es invariante bajo f, o sea f{A(f))=
A(f) y por lo tanto la dinamica en B se
restringe a una dinamica en A(f).

Desde Poincaré se habia pensado
que el conjunto A(f) estaba constituido

FIGURA 4.2
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por un nimero finito de drbitas hasta
que S. Smale descubrié la siguiente
funcién f (véase Figura 4), donde el
espacio base es R? y { transforma un
rectangulo primero aplastandolo verti-
calmente, alargandolo horizontalmente
y luego doblandolo (como en la Figura
4.1). Por esto se llama mapeo en herra-
dura. Para este mapeo el con-junto A es
un conjunto de Cantor (véase Figura
4.2) y es un fractal. Los conjuntos A(f)
son comunmente llamados conjuntos
atractores.

A partir de este ejemplo, y de algu-
nos otros, se encontré que fenomenos
como éste eran de lo mas comunes, es
decir que A(f) no esta constituido por
orbitas periédicas ni cuasi-periodicas,
en estos A(f) se denomina atractor ex-
trafo y en general es un fractal. Un
ejemplo de un atractor que es periodico
se puede ver en la Figura S.

Un atractor extrano puede ser cons-
truido de la siguiente manera: suponga-
mos que B, el espacio base es como una
“dona” llena y f: B — B la funcion que
tiene como imagen f(B), una “dona”
mas delgada dentro de B y que ademas
le da dos vueltas alrededor, como en Ja
Figura 6, asi que f(B) atraviesa cada
disco transversal en dos pequenos dis-
cos. Similarmente {[f{B)] es una “dona”
mas larga y mas delgada que le da
cuatro vueltas alrededor a B, e intersec-
ta cada disco transversal en cuatro
pequefios discos y asi sucesivamente.

En el limite, A intersecta cada disco
transversal en un conjunto de Cantor
por lo que A es localmente el producto
de un arco por un conjunto de Cantor.
Globalmente es lo que los matematicos
llaman un haz sobre el circulo, y tiene la




forma de un solenoide, en este caso es
un atractor extrano.

Hay atractores que permanecen adn
bajo pequefias perturbaciones de f.
Smale probd que un atractor es estable
si f separa los puntos en A exponencial-
mente y en una vecindad de A, f tiene
una direccion de contraccion transver-
sal. Estos atractores se denominan como
hiperbdlicos. Los ejemplos de la figura
4.1 y de la figura 6 son de este tipo. El
hecho de que haya puntos que estan
muy cercanos al atractor y que con el
tiempo se separan (exponencialmente),
implica una dependencia sensitiva en
las condiciones iniciales y da una apa-
riencia cadtica e impredecible al movi-
miento dando la estructura fractal del
mismo. Hay un teorema’ que relaciona
esta expansion con Ja dimension fractal
del atractor extrano, de manera que los
atractores hiperbdlicos (y por lo tanto
estables) son en general fractales.

Otro tipo de atractor es el llamado
atractor de Hénon?, donde A es el con-
junto limite del mapeo {: %%2— %*? dado
por f{x,y) = (y+l-ax?,bx) donde a = 1.4
y b = 0.3. Hénon probo que A es atra-
yente y uso una computadora para
demostrar que se ve como en la Figura
7. Para algunos valores de a y de b en
estudios computacionales se ha visto
que A se rompe en un nimero posible-
mente infinito de atractores periddicos.
Este atractor no satisface las propieda-
des de hiperbolicidad mencionadas an-
teriormente, y por eso hay otras defini-

FIGURA 5

ciones basadas en sus propiedades er-
godicas pero que no veremos aqui.

El gran matematico René Thom atri-
buye a los atractores un significado
basico como modelos en la ciencia.
Dice: “Todo objeto o forma fisica pue-
de ser representada por un atractor A de
un sistema dinamico en el espacio base
de vagables intemas” 3.

Una rama de la Fisica de dificil
analisis dindmico ha resultado ser la
hidrodinamica; por ejemplo, el sistema
dx/dt= -10x+10y, dy/dt= 28x -y - xz,
dz/d1=-8z+Xy que es un caso extremo
de simplificacion en hidrodindmica y
que fue estudiado por E. Lorenz (1963).
En estudios de geofisica, presenta una
especie de caos y aunque todavia no se¢
demuestra su comportamiento caédtico,
se le han encontrado atractores extra-
fios® que desde luego son fractales, los
que se han analizado por la teoria de
nudos’. Este problema esta estrecha-
mente relacionado con el analisis de los
fendomenos de turbulencias.

Ruelle y Takens® fueron los prime-
ros en proponer atractores extrafos para
modelar turbulencias, porque segun las
teorias anteriores (como la de Kolmo-
gorov-Landau-Lifschitz) en las sucesi-
vas etapas de la turbulencia surgen atrac-
tores a lo mas casi-periddicos, los cua-
les son altamente inestables y dificiles
de observar, mientras que los atractores
extrafios hiperbodlicos tienen la combi-
nacion paraddjica de estabilidad y caos
que es tan notable en las turbulencias®.

16
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y FIGURA 7
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En la literatura matematica hay
muchas construcciones geométrico-
dinamicas de atractores extranos, por
ejemplo, se construyen atractores hi-
perbolicos considerando acciones de
espacios expansivos en otros espacios’®,

Mas dinadmica y fractales

Un tipo de dinamica que ha resultado
ser fundamental y que envuelve mu-
chos de los fenomenos conocidos y
mencionados anteriommente, es la dina-
mica de las familias de funciones de la
forma f:%i— R definida como f(x) =

x* + A ésta es una familia universal en
el sentido de que cualquier funcidn cua-
dratica se reduce a ella. Conforme el

parametro A (un parametro de control)
se hace variar y empiezan a crearse cas-
cadas de puntos 2° para n=1, 2,... (que
se conoce como duplicacion del perio-
do), sucede que A, es un atractor cada
vez mas complicado y que, pam ciertos
valores de A, es un conjunto de Cantor.
Cuando se hacen variar ciertos para-
metros de control la dinamica de la fup-
cion puede permanecer esencialmente
igual o cambiar; cuando cambia se le
llama bifurcacion de la dinamica, y es
lo que sucede en el proceso de la turbu-
lencia, por lo que la familia f, (que es
por otro lado de las familias més sim-
ples) encierra parte importante de este
fenémeno!!,

Mas completo resulta estudiar las
familias f: ¢ > ¢ donde f, (z)=z* 1y
el espacio ¢ son los niimeros comple-
jos. Gran parte de la historia del estudio
de estas familias se remite igualmente a
Newton, quien disend un algoritmo para
encontrar raices de polinomios. Un
polinomio es una funcién de la forma
P(X) = ax'a x*'+..+a xta yse
trata de encontrar para qué valores de x,
el polinomio evaluado en esos valores
vale cero; a partir de este polinomio,
Newton construyo una nueva funcion
que llamaremos N (x) y que se define
como N (x) x-p(x)/ p’(x) donde p’(x)
es la primcm derivada de p(x). En nues-
tro lenguaje modemo de dinamica, los
puntos fijos de N (x) corresponden a las
raices de p(x).

FIGURA 8
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Conjunto de Julia de p(z)=e?1"2z+z?

Conjunto de Julia de p(z)=¢et1”*z+2?

Representa al conjunto de puntos de valores iniciales donde el método de Newton falla, aplicado al

polinomio p(z)=z*-1=0, dando NP(z)= (22°+1)/32%. Este conjunto se conoce como conjunto de Julia.
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En el siglo X1X, el matematico ale-
man Gauss demostré que todo polino-
mio que tiene los coeficientes a , a |y
a_en los numeros reales o en los com-
plejos, liene sus raices precisamente
dentro de los nimeros complejos, asi
que la funcion de Newton N]J se extien-
de naturalmente dentro de los comple-
jos y toma la forma

p(z)
Np(z) =z- —
p'(2)

donde z es un nimero complejo.
Las funciones Np(z) son una clase
particular de funciones llamadas fun-

¢
.
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Estas Giguras jlustran
la naturaleza fractal,
del conjunto de Ju-
lia, la de ta derecha
es una ampliacién
del recvadro marca-
do en la de la izquier-
da. Su dimensién
fracta] depende del

pardmetro A.

ciones racionales que se definen como
aquellas funciones que son cocientes de
polinomios; o sea, R(z) es funcién ra-
cional si R(z) = p(z) / q(z) donde p(z) y
q(z) son polinomios. A partir de princi-
pios del siglo XX, Fatou y Julia'? hicie-
ron ¢l estudio dindmico de estas funcio-
nes (véase la figura 8). Posteriormente,
durante la década 1979-1989, Duady,
Hubbard, Sullivan, Thurston, Herman
y otros matematicos han hecho aporta-
ciones muy relevantes sobre estas fun-
ciones'?. Todo esto ha dado lugar a un
conjunto de fractales que han resultado
ser de gran belleza y de los cuales se
incluyen algunos ejemplos (véanse las
Figuras 9 y 10).

FIGURA 10

El Conjunto de Mandelbrot. A la derecha, una ampllacién det cuadrito del conjurito de Mandelbrot,
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Ampliacidnes de otras
zonas del Conjunto de
M andelbrol.
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