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FRANJAS DE 
MOIRE 

Jorge Ojeda, Eliezer Jara, Jorge Ibarra* 

Resun1cn 

S.· tiL·P<'riiH· 1tt1 .. implt· morldo nt.th·m.iti· 
eo que• rd,,,·ioua uua uS('il:u-ión �·o .. • ·uoi· 
tlal c..·ou un patr·ón J!'i"onh;tri•·u ,¡ •. l•arra� 
p(·riódicll'. 

El mod•�k, rriM·inma ttuul•i•:u lu ¡o.UIIllt 
tle rlo .. o,..·ll:u·ionf'il t'OSt'noitfal··� fl,• ,.a .. j 
igual fn•t'tlt'n"ia (fenómeuo ,¡,. pul .. �­
dún) nm un p.u de.· patroiW;:. t!•·null�lri· 
ro� tlr IH&frih c·l·· ('a:3:Í la rni>i"IIHI fn·t Uf'n• 

ria. Ur rf.l:l rf'lariim Si" iel•·ntifie·an a lai 
franja,. flf· moir;. e·on un n&W\o ('JilrÚn 
�com•'·lric-o. � •• 1lis,.·ult�n al:runnpt tk In� 
propi•·•hult•:. y nplil·:u·iorw.!4 lk l11� frnnj:1¡;: 
t)t• IIU)Írt'•, 

lnlroduttión 

En d •1··:-.arrllllrt dr la Fi:-i,·t� . .-1 ,·oun·pto 
de� wul:a ha ju¡r;uln 1111 po1fll'l pn·p·on•l.·­
ratHt·, E.f\ por dio tlr•to•·�d·l•·· '1"'' dirhc') 
t'OIII'•'I'I<• (ormc· purte· ,f,•l • ·nuol'imh·nto 
,f,•l I10rtll1n� fl)ntt•rupur:tlwn. Eu p;lrlit·u­
lar. th·h•• formnr pare.• tl•·f rmuwirnicnlo 
tlt'' 13!11 fWr:"(')na¡t c·on pn·paradón uni\'l'rsi· 
luir.. 

Con f'l propó�ih) rlt· t·n·ar lt••rramien­
la,. malemálit�as �mpl··� fl:\r.l ,.f r-alu· 
dinntc· univc·rs.itario t:fll'' tl•'""'::t familiari· 
zor�t· c·on las ec.msccm•ru·ialit rl•·l rnrH·l'pto 
clt• ondas. reporta111os c·ste• •rahajo. l.n 
t1\du l'S relaciom•r una o10t:ilución �use­
noidn.l con un p::alrt·,, �t'OIII•'•trico d•· ha· 
rr.a� (>criódicas. Esta r••la,•iútt )ot' aprovt·· 
*"•a ();tf3 \isuali7.ar rl (rnóuwn(• d•· in· 
h·rft·r('neia de do�'> OJula .. ''" t•a .... i igual 
frt•f·utntia (pulsaciún)� •·un la �t·ntr:t· 
dón � aplicuciwu-1'! clr la� franjas tlr 
moir•�. l�s l!ual•·g ••rwu<·nlran aplicacio· 
111'!1. pnÍ<.'ticas. adcm¡Ís rlt• pc)&�·t.:r un aho 
vnlor ('gthic·o. t•n l¡a tiO�'f'III'Ítt1 y la ingc· 
nirria.l•l 

En la sección :.! d••l trohojo, S'-' t•stu­
Liccc la n-larión matrul3tica rntrt' unn 

• l.n.dÜulo i'\ae.iONI dr Astrofísica, Opti· 
ca )' Elettróttiu, TonanU:iniJa. Apartad018 
l'ostale� Nos. 216 y SJ, Pu(bla,l\tc .. México. 
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u.•� i lafi() 11 t'O�t' noicla 1 \ un pa 1 rón }!•'omé-
1 rinJ d,· harTil� p••ríó•iil'a«. �:n ID sección 
:¡ ,,. •·xt Í•·rHk la r .. la�·ión u )¡¡ su¡>rrpo"i­
' ·ió 11 ( �n111a) de tlo,- on el;�" e os•· no iclalr� 
•·un 1� .'upnposición (producto) dr dos 

p¡¡lrow·� �··orn.'·tri<"o:' ,�¡. loarra'- prriódi­
ca,;, l·:n la ,orl'l'Ítllt -k,.,. n.plica t'OlllO St· 
¡!<'III'TOIII [;¡,_ franja;. dt• lllOÍrr:. �� IIH'II· 

rit)rtólrl al:-'lllla:' t·xplí•·a•·ionr·�-

Osriladones y palrollet� de barras 

l "" 1'"'' il;.,.¡(,n unidinH·n:'Í<>nal 11( \.) . ¡�,. 
forn•:• co.-•·noidal ( <'OIIlO lu IIIO:'Irad <� r·n 
la fi:tur,l 1 ¡¡):<e· pu('dt· •·xprr:'ar <"flltlll 

11(\) = \ c·o:':!1TV\. (1) 

<'ll tlun.l,. \ r•·pro·,;••uta la ,unplilu•l d,- la 
o�··ilat·iún ' b 11 ··� la fro·o'IH'tl<'ia o·:<p:u-ial 
ele· la oud;�. 

o) 

¡ V 

b) 

V V V V V 

·1 f-11 .. 

1 
A 

l 

\!patrón )!I'Om�tri<-o. lllMirado en la 
fiJ;rllrJ ! lo . ,.,. 1,- p•w•l•· df'snihir tnatnn�-
1 ir u nwu lt> ( ··n _.11 1-aria.-ión a lo lar,!!<) ,¡,. F�ra l. t)ndu co�rnoidal \' pal:TÓn geométrico periódico asociado:!!-* 

\) ··omo 

f·:n d«IHk la flln<"Íi>ll �Í!-'11<> S<' de liru· <"O· 
IIHI: 

�i:,!IIO { ft \)) = ¡ l 

-1 

\ la rcprt·H·nlar·l<>ll d,· lil o:;rila•·ión 
t'll"I'IIII Í tl a l <'11 la (orlll� cl.•l pa lrÚII dt• ba­
rra>'. o·n la ,-,·ual•ión (:..!). �·· Ir- pu•·•lt- ,·on­

;.illt•tár 1'01110 1111� f<'Pfl':'<"llla<"ÍÓil hinaria. 
Ya t¡t(l' . . ,, , . ..,_el·· tonwr tocl<>� [fl,:. •·nlo­
T<':' po:'ildo·.- o·n tro· - \ � \. �ók1 "'' <"On�i­
d,·rau lo.- •·alorc" tHIO o <"t'TO. 

��� rlr<"Ír. 'l"'' el palr•1n :;!l'(llll<;trit·o Ut' 
b fi�11ru 1 L l""'clt· con�idn<�r�·· ··orno 
nna ri�oalá.:wion :-impldi('ada Ul' la onda 
o•n In fi�nr.• 1 a. 

r t'nÓmeno de pulsación 

Cou>'id,:n·n,:•· al.nra 1lo� o�cílarionl'� t:o· 
;:,·tmidak:' eh- o•¡¡,:j Í¡!llal frn' l l\'llt·ia <"�pa­
ria! ( "'r !'igur;• :!a � �ll ). '1111' ptu·d,..n "t'r 
n·prr.wntada� por: 

u1 ( \) = \ <'to:<:!'ll'V\ 

l.a �uru.t de• t·�ta> Jo,: onda� clu ,·omo Tt'· 
"ult ad•' 1111.1 o::<'il<u·iÓil (mo�tracla en la 
fí¡!llr:J �e). th• la rorma 
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Figura 2. Fl'nÓmrJ•o dl' pnl�ción resultante d·· �urnar do� ondas cosenoidales. de cas1 

ig-ual f n·cut•nria r�pacial. 

11 ( "-) = n1 (x) +.u2 (�) 

= �.\ [ro.•:!1TxÓV] ro��trx (:!V+ bv) 
(;1) 

•• Dt�tamo.• rxpre&ar nul'l!ln g¡at.itud a 

la Sra. lractma Cabai'w. y al Sr. -\rturo l>iaz 
por la ayuda qut 11os brindaron tn articular 
l� f'lguraJI mo�tTada:o. 

F.;;ta o�ri laeión r•·�ultantt· �-xl•iLc una 

OIHia llamada ,..n,·oh·é'nl<.: que ti<.:nr baja 
fn·cuentia r.•padal. <5v. � una ontla lla­
•nada acarrc>adora dl· alta frecuencia es· 
pu•:íal 2v + óv. 

La ,-¡�,.alizarión �implil'irarla al fenó­
meno d•· pt�l,;acion. en patront:- de ba­
rrn:' ��- obticnr al colocar UO:' patrones 
de- ra�i Í_!!nal Ú'<TIIt'ncia P�pa('ial. 



Pt (x)=(l +signo fcos27TilxD/2 

P1 (x)==(l +signo fcos217(v+ Ov)xj)/2 
(6) 

uno encima del otro. En este caso el pa· 
tróu resultante es el producto de ambos 
patrones. Es decir 

p(x) =pt(x) Pl(x) 

=O.S[p1(x)+p2(x)J+N(x) (7) 

' . 
.,. 

¡.¡ 

Figuu 3. Rotacion de un patrón geo­
métrico periódico para generar a lo largo 
del eje x, original, un cambio en la fre­
cuencia espacial. 

De la ecuación (7) es posible recono­
cer que en el patrón resultante existe el 
término de la suma, como en la ecua­
ción (5), p1(x) + P1(x), más un nuevo 
término, N(x), que no tiene equivalente 
en la ¡;uperposición de dos ondas. La 
forma explícita del nuevo término es 

N(x) = sígn [ cos211'V>: J 

sign (cos21f(V + Ov)xJ ·(8) 

Algunas de sus propiedades se pue­
den analizar considerando sólo el pro­
ducto de las funciones cosenoidales. Por 
lo que de aquí en adelante sólo conside­

raremos que 

N(x) == ( cos27fvx] [cos.27T ( 11 + Ó V)x} 

= 0.5 [r.os47TVx + r.os27Tx ÓIJ) (9) 

f:s tiecir que el nuevo término puede es­
cribirse como la suma de dos cosenoida­
lcs, una de alta frecuencia espacial , 211, 
y J;¡ ob·a de baja frecuencia espacial 6v. 
La fie alta (recucncia espacial $Crá difícil 
de visualizarse, y por el contrario. la de 
baja frecuencia será fácil de visualizarse. 

Es a la onda de baja fr�uencía es�a­
cial a la qqe se le conoce como fTanjas 
<.le moíré. O sea, que rlefinimos a las 
franjas de moi.ré como al término de ba­
ja frecuencia espacial fácilmente obser­
vable que es 

m(:<) =coe.21Tx6v (10) 

y que resulta de encimar los dos patro­
nes de barras periódicas de La ecuación 
(6). Ea interesante mencionar que el 
nombre moiré (pronúnciese muaré) pro· 
viene del francés y denota un tejido pe­
riódico que al superponerse con el m.i&­
mo produce franjas como en la ecuación 
(10). 

o) 

b) 

Franjas de moíré 

En la práctica es conveniente utili:r.aT 
clos patrones de harTas idénticos de la 
fonna p 1 (x). A uno de t>.Stos dos patro­
nes s1: le conserva ínvariantr v �irvc •:o. 

mo refcrP.ncia; mientras qu•· aÍ otro� Ir 
varía rle. algún rnodo rara gr;ncrar p2(x). 
Adararcn1o,: este punto co•1 1111 ·�j•·lnplo 
simple. 

Si al segundo patrón p1 (x) mostrado 
en In figura ila. SI' J.: �ra por un állgulo e. 
respecto al ejt• x, c11 d sentido contrario 
a las manecilla:> .tc.J reloj: <�ntonces rl pa­
trón de harrnt< variará ahora a lo largo de 
x ', como se m1¡cstra en la figur:1 3h. La 
variación a lo largo del eje inicial x es. el 
patrón P2(x). En otras p11lal•ras 

p1(x')=p2(x) (11) 

D.- las ecuaciones (6) y (11) tenemos eu­

tonce� que !<US argu rnentos obedecen la 
igual(lad 

vx'= (v+ov)x (12) 

F"agura 4. Franjas de moiré que se obtienen al �uperponer dos patrones geométricos 
periódicos de casi igual frecuencia espacial. Uno de eJlos se obtiene · por el método 

mostndo en la figura 3. 
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'· = ,,·o.4) +,·�··nO ( 1 :!) 

C'OII:'I'I'II<"i!l<'llll'll( 1': 

1-:1 n·,:nll ;u lo <'11 la cc·u;.wi/111 ( 1 1) 110:0: 
j11TIIIÍI•· ólll<ili�ar ,.¡ •·n•n¡•ori;IIIIÍo·nlo ,¡,. 
lJ� fn1uja; ,¡,. 1110Írf. <"11 la �·n¡¡,..¡,·lll ( 1 ()) 
par:1 ,.¡ •·a;o ,¡,. 1111a rol<h·i ,·w. l.o.< 111u \ ¡. 
m o.• ,¡,. 1 ;1� frJ 11j''" d ,. moi ,,: ,,. o 1 •1 Í•·rw 11 
•·uawlo 

v[ x(eo;.() · 1) +�>en() J: m: 

111 = O. ± l. ± :! .... ( 1 .1) 

1-:.< ,¡,.,.¡,_ tjlll' ::•·oJII1··tri•·a1u•·nl<" 1'.-'I.Ín lo­
c·aliz:ulo� ''" ll111'a.< n•.-IJ,: ,¡,. la fnnua 

( l(,, Í:ltll<'ll(<·. 1'' �11:,!'11111 ljlll' lÍt'lll'\1 

•·o11 ,.,·,.:¡wl'lt.> al •-jr ' ,., J.= 0/:!. � ,.¡ ¡•r­
rl .. t!u a 1.• l;�r�o ,f¡.¡ •j•· � , ..• d = 1 /(ll��·n0). 
o·n111o p11•·dc· ;!pr•···iaN•· t'll !:1 fi;.!u ra -1. 

Figura 5. Franja;: ,¡,. 1110ir1: r<·�ullant·•·.!' •le �upcrponcr dos patrours J,.. cin:ulós con 

,.,:utri.-o:; tlc�pla,.¡¡,lo:- •·ntrl' ;;Í. 

Ha,.\ a arJI• í h"n1os ··on,;idcr:lllo un pa· 
trón ne horra,; pcriÓ•Ii.-o j lo largo del 
�jc x. �iu ,..111Lar�o. no <·� ll<Tés.ario rl'.�· 
ITingir,;o· a lllk� tipo;> de patron<':;. Es 
prrh·danu·ntc 1·ali•lo po•n5<�r IJII<' la pe· 
riocliridarl a lo largo de x. puede �cr la 
rr:'ultanll' d1· un map('o de uoa función 
dr do.; ,·ariaole�4 <'n otro <';pario (�. r¡) 
y c.pw por eon�i�ui<·rtt.· d ar:wmen to di' 
la func:ión ji (x) c·o< 1ld tipo 

\�imi�mo. podt·mo� con�iderar que· el 
p.:llron m o di fi1·ado <'� tarnLi,:n rl n:�ul­
tado tlt· otro mapt·o. Por lo o·ual ;.u ar· 
�.'lllll<"lll o e·� d�l tipo: 

Pnr lo qn•· d ar:;!uuwntn ti<" la� frauja� de 
uwin·· <·n la ,.,.uJciúu ( 1 O) •"IIIIIJ!l•· con la 
n·l�c·i,·m 

�1T\ óv = g (�- r¡). ((�. 77) ( r 9) 

Figura 6. H··ol ,1,. fn'<'IH'twia o·,;pacial 1·ariahlc· 1 fn111jJ� clt" mutr1' n·,;uiiLtllt<·.; .!1· � 
j1<Tponcr ,·;:t� n·tlcon ulra ÍJ!nul¡u·n) d··•pln;�da. 

Tal ··ou¡o •·n ,.¡ ca.«J dr la rota.·ión. la lo­
c·¡¡)j'l.a•·ic>ll <l .. lo.• máximo���· I'Jli'Oil trará 
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en \os lugares geométricos en que 

g (t n) · f (t n)-= m/21f. 

(20) 

m=O,±l,±2, ... 

E.n \:�s figura:. 5, 6 y 7 mostramos va· 

ria� franjas d" moité que se outiencn pa­

ra dos tipos: de rnapcO!'- En la figura 5 se 

trata de. círwlos cono�ntricos ¡gua\mcn· 

te c-;psr.iados. a \os 11ue 8e les dcspla:z.s 

entre s\. En In fi�1ra Sa el ¡\esp\a·t.amien· 

to eS 8 Jo \argo oc\ c)t: 'i; mientras que 

en \a figura 5\.J es a lo largo del eje x. E\ 

de!'oplaumicnlo en el úhirno ca.so es ma· 

yot que en e\ primer ca!'-0-

L,as f ra11jas de m oiré generadas pue· 

dc\1 ser dc.J;critas del mo1lo siguiente. Al 

acgumen\o del patrón p 1 (x) se \e puede 

relaciollaT con \os cícculos de \a forma: 

mientras que el arguroenlo del patrón 

p1(x) se \e puedo relacionar con \os cír· 

culos despla:�.ados 

21Tx (V+ 5v) = g <t n) 

= J(f.a)l + ('11·W /d 
(22) 

l'or \o tanto, las l'run)as de 1noíré quedan 

Jocali7.adas en hipérbolas qUI� de acuerdo 

a la ecuación (20) 

� -�=mt\/211'. 
(23) 

A las hipérbolas asÍ generadas se \es 

ptwdc considerar como a \os máximos 

que re¡¡,u\tan de \a interferencia cons­

tructiva ¡\e dos fuentes luminosas pun­

tuales. emisorns de las ondas esféricas 

del conjunto de círculos concéntricos. 

f.n otTas palabras. las franjas de moi· 

ré, en este caso, son una represent.ac\Ón 

gcomctrica del experimento de Y. o\lng 

de \a interferencia de dos {ucntcs pun· 

\llales. Esta representación tiene a1'üca· 

ciones directas en holografía l y cn rela-

tividad especial. s 

Corno se menciona en \a introduc· 

ción, \as franjas uc moiré tienen un gran 

atractivo estético·. esto se puetle obscr· 

.,ar de \as outcnidas por desplaz.amiento 

relativo entre dos redes de periodicidad 

variable mostradas en las figuras ó y 7. 

f.n metrología óptica y mecánica la 

rotación. e\ despla1-amiento )' \a distor· 

sión del palTÓn p1 (x) para obtener p1(x) 

111111 
11 11 

1 roo 
M ' 

� ' 
IL�1 111\. \ 

11\1\1 
IU\1\ 

� 
1 11 !\ \' ' \1 ��� � 

1\ 

Figura 7. Franjas de moiré con la red de la figura 6. 
---------------- ---------­
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