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Se describe un imple modeln niatenviti
co qne relaciona una oscilacion cosinci:
dal con un paniron geomarrico de Larrax
periadicas,

1 modela eelaciona Ll Lt goma
de dos amilaciones cozenoidales Jde cas
uzal (meuencia (fenoweno (e pul-a-
cion) can un par de patroncs growidtri-
ros de harrus e cas la mispa (reowen.
c1a. De csla oclacian s identifican a $aa
frajas de Do con un naeva patron
geomaitrive, Se discuten alpunas de las
propicduwles v aplicaciones de ks {ranjas
de e,

Introduccion

Fn el dezarrolle de la Fisica. ol conreplo
de onda ba jugada na papel prepondee-
raule, I por ello deacalis, que dicho
concepto foeme purte vl conovimiento
del ]Il’nlllm> u'nlild':alpun'llll‘u. I p;lrlil'u-
lar. debe formar parte del ronneimicnto
dv lae personas con preparacion nniversi-
ana.

Con ¢l propazito de epvar lierratnien-
L malcnaticas dmplex paca ol estu-
diante univerzitario gue desea familiari-
zarse con las canscenmnriar del coneeplo
e andas, reportamos ente trabaje. 1
mela s relacionar una vacilacion cose-
nuidal con un patrin granctrico de ba-
reas periodicas. Esta evlacian se aprove
vha para visualizar ¢l fraomene de in-
terferencia de dos andas e 2= igual
frvuencia (pulsackm), cun la genera-
cion v aplicaciones de las (ranjas de
wire, Las cnales enewentran aplicacio-
nes pravticas, ademds le poser un alto
valor eslétive. en la dovreneiz ! v fainge-
nirria. 2

En la seccion 2 del trabgjo. se exta.
blece la relacion matentatica entre vna
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ostilacion cosenoidal v un patrén geowé-
trica de barras periddicas. Fu la seccion
3ok extiende la redacion a la superpos-
cion (snisa) de dos ondas cosenoidales
con la superposicion (producto) de dos
patronss geomdlricos e harras periodi-
cas, I la seceione 4 s explicn vomo se
generan laz ranjus de moire. v se men-
clonan alinmas expliraciones,

Oscilaciones y patrones de barras

Lna oscilacion unidimenszianal af\). de
forma cosenoidal (como la mostrada ¢n
la Figura 1a) <o puede expresar camo

u(\) = \ o2, ()

eo dowde \representa la amplitud de la
oxvilacion v i v e L (revnencia espacial
de L onda.

\! patrén geamelrico. mostrado en la
figura 1), e e puede deseribir matema-
ticamente (en su variacion a lo largo de
\) como

M) =1+ signo [cos2N])/2 0 (2)

Fa dende Ta Tuncion signo ze deline co-
mo:

[ =i I(n)>0
signo [{(\)] =

A os () <o (3)

\ la representacion de la oscilacion
cosenoidal en la forma del patron de ba-
rras. en la renacian (2). = le puede con-
siderar como wna representacion binaria.
Ya qur en ver dv tomar todos tos valo-
res posibles enter -\ v\l s0lo s consis
deran los vidoges uno o cera.

Fs decir. que el patran zeométrico de
b figura 1D puede considerarse vomo
una visaalizacion simplificada de la onda
e e ienea Lo

Fenomeno de pulsacion
Conzidérens: abora dos oxcilaciones co-
senoidales de rasi jpual frecuencia espa-
vial (ver figura 2a 1+ 2b). que pucden ser
cepresemtadas por:

up (\) = \ros2wen

vy () = \eos2m (v + ) (d)
La some de estas dos ondas da como re-

soltadn una osecilacion (mostrada en la
figura 2¢). dv la lorma
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Figura 1. Ondo cosenoidal v patron geométrico periddico asociado.

*

Figura 2, Fenomeno de pnlzacion resultante de sumar dos ondas cosenoidales de casi
igual frecuencia espacial.

u (N T o (x) g (Y)

=20 |cos2Tx 8] cos2x (2v + bv)

G

** Deseamos expresar nuestra gratitud a
la Sra. fracema Cabanas. v al Sr. Arturo Diaz
por la avuda yue nos brindaron en articular
las figuras mostradas.

Fsta oascilacion resultante exlibe una
onda llamada envolvente que tiene baja
frecuencia espacial. 8v. v una onda la-
mada acarreadora de alta frecuencia es-
pacial 2v + bv,

La visualizacion simplificada al fend-
meno e pulsacion. en patrones de ba-
rras st obticre al colocar dos palrones
de casi igual frecuencia espacial.



P1 (x3=(1 +signo [cos2Tvx])/2 N(x) =[cos2mux] [cos2m (v + 8u)x] Franjss de moiré

pa2 (x)=(1 +signo [cos2n (v + §v)x })/2 =0.5 [cosd TVx + cos2xbv]  (9) En la practica cs conveniente utilizar
(6)

. . dos patrones de barras idénticos de la
Es decir que el nucvo término puede es- forma p, (Y) A uno dc estos do S

uno encima del otro. En este caso el pa- cribirse como la suma de dos cosgnox;]a- nes se e nserva invariante v siove oo
les, una de alta frecuencia espacial, 2v,

tron resultante es el producto de ambos . . . mo referencia; micotras ql a) otro g le

e I y la otra de baja frecuencia cspa?la! Sv. ria de l an T nodo ara (x)

I.a de alta frecucncia espacial scra difici . - alR para gencrar pa(x).

~ de visualizarse, y por o contrario. la de Aclararcmos este punto con un :‘._|4-mplo

p(x) =pa(x) pa(x) . ST Wty S simple.

baja frecucncia sera facil de visualizarse. . .

Es 2 Ja onda de baia frecuencia espa. Si al segundo patron p(x) mostrado

=0.5[py (x) +pa(x)] + N(x)  (7) ) P cn la figura 3a, se I gira por un dngulo 8.

cial a la yue se le conoce como franjas
de moiré. O sea, que definimos a lag
franjas de moire como al término de ba-
ja frecuencia espacial facilmente obser-

respecto al eje x, en ¢l sentido contrario
a las manccillas del reloj: entonces el pa-
tron de barras variara ahora a o largo de
x’, como ge mucstra en la figura 3h. La

! ,’“lhl” F”m”h Hf m !““"N”[l W‘”[“ l"i[ ”“[‘ . vable que es varia‘cic')n 2 lo largo del ejc inicial x es cl

HH il ' ‘H ““ ’l‘“ l(l m(x) = cos2x Ov (10) patron p,(x). En otras palabras
ul ]M\” .

1 1 J t l y que resulta de encimar los dos patro- P1(x) = pacx) (1)
f ] “ ““‘ nes de barras periodicas de la ecuacion De) iones (6 1 e

(6). Es interesante mencionar que el e e']l'

nombre moiré (pronunciese muaré) pro- Font:’elf: é‘ue sus argumentos obedecen la

viene del francés y denota un tejido pe- "2
riddico que al superponerse con el mis- bx'= (v + SV)x (12)

mo produce franjas como en la ecuacion

(10).

) lllllMm\munmlwlnlnmuunawnnumnmmwmmummmnn
e T

del eje x, original, un cambio en la fre
cuencia espacial.

De la ecuacion (7) es posible recono-

cer aue on o pabvin eeasionte oxiste o e

término de la suma, como en la ecua-

ciéo (5, o f;‘)qf,’e":?&; mis un nueio e
en la ’;"‘:;’,f,"g?’ff,i?':\ uiiod&mﬁa; s b
| 000

III‘ml|mpnmtmimnmmrn*mm1mnm;u{uummumuummm i

N(x) = sign [cos2@vx)
sign [cos2m (v + 6v)x] (8)

Algunas de sus propicdades se pue-
den analizar considerando solo el pro-
ducto de las funciones cosenoidales. Por
lo que de aqui en adelante solo conside-
raremos que

Figura 4. Franjas de moiré que a¢ obtienen al superponer dos patrones geométricos
periddicos de casi igual frecuencia espacial. Uno de ellos se obtiene * por el método
mostrado en la figura 3.
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Pera siliemos que hajo una rotacion
V= aeosd F vsenl (13)
consevicnlemenie:
xov=vx(rosl - 1) +1sn) (1)
FL resultada en L eengeion (1) nos
pernnle smalizar ol eomportamiento de

las Tranjas e moiveé en e renacion (10)
part el case die ina coliacion. Los mavi-

mos de Lag Tranjaz de moiré <0 olitienen

cainilo
V[x(cosO - 1) + veen@) = m:
m=0. 2], £2 (15)

I decie, qoe grajuitricamente estan lo-
caltzados en neas rectas de fa farma

e

\ = \(m.-ﬁ)/_«-nﬂ + I)I(U.\‘NIG) . 5 o i illlliﬂh.'ll“lulz_i i
=8 L (9';’.) + (10) o

Obviamente, o Jneralo que tienen
cot respecto al eje v e @ =0/2. vl pe-
riado o fargoatel cje vesd = 1/ (vaen 0).
oo prede apeeciiaese en la fignra 4.

b

Figura 6. Red ale frecuencia espacial vaciable v franjas de moirt resullantes desu Tal como en ) cago de la rotavion. la lo-
calizacion de los maximos se enrontrara

Figura 5. Franjas de moird resultantes de soperponer dos patroues de circulos cop
céntricos desplazados entre si.

|
|
' Hasta aqus hemos vonsiderado un pa-
tron de barras penddico a lo largo del
eje X. Nin embargo. no ¢s necesario rea-
i ringirse a3 tales tipos de patrones. ts
perfectamente valido pensar que la pe-
i rindicidad a lo largo de x. puede sec la
resultante de un mapeo de una luncion
! de dos variables® en otro espacio (£. 1)
’ v que por consigniente ¢l argumento de
l la funcion p (x) esdel tipo
davx =({E. ) (17

\simismo. podemos considerar que el

patron modificado ex también cf resul-

tado de otro mapea. Por lo rual su ar-
E wumentto ¢ det tipo:

@+ =g(Em)  (18)

Par lo que ¢l argumento de las Traujaz de
moire en la cenacion (10) cople con la

relacion

smabr=g(Em-(ED (19)

perponer esta red con utra ignal pero dlesplazada.
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en loé lugares geométricos en que

g(k.M- £ (g, m)=m/2T

m=0, £]1.%2,.-- (20)
En las (iguras 56v7 (noatramos v&-
rias franjas dc moir¢ que $¢ obtiencn p2-
ra dos tipos ¢ mapeos. £
trata de cyrculos CONG sntricos 1gud Jmen
te prsﬂa os. a los que dcaplaza
entre &1 Enln fgura Sa el flesplazamien-
to ts 3 1o \ardo de) cje v nientras que
51 ¢s a lo Lu'go del ¢je x. El
desplazamiento 0 ¢} altino ceso €8 M
yor quec en cl primes caso-
Los franjes de moite & generadas
den scr descritas del modo giguiente. /
argumento del patron p,(x) ce lc puede
re\nmonar con los circulos de ta

]’)UC

apxv= (&M= g7 +m? /d

mientras qué ¢l arguracnto del patron
pa(x) 8¢ le pucdo celacionar con los cir-
culos desplazados

opx w4 o0 =g E™

Eay? + () /4
(22)

Por o tanto, las [runjas d¢ moiré quedan
localizadas en hiperbolas que de acuerdo
3 la ecuacion

N3 2y + (1 Wy — ﬁ=md

A las hipérbotas asi generadas € les
pm.dc considerar cormo & Jos maximos

n de la mteriercncsa cong

del con]u ato de circulos concéntricos.
En otras palabras. las fromjes de moi-
ré, en este €aso, son una reprcscnumon
gcomctnca del expenmento de Young
de la interferencia d€ dos fuentcs pur
{nales. Esta reprCsentauon tiene aphca-
ciones directas el hologra
tividad espec\a\

Como se menciona €0 13 introduc-
cion, las franjas de moiré tienen ot gran
puede obser-
var de las obtenidas por desp\azamlento
entre dos redes de penod)cl 8
variable mostradas en las Higuras 0 Y

En metrologid optica ¥ mecamca a
rotacion. ¢l Jdesplazamienta ¥ Ja distor-
gion del patron P (x) para obtener pa(¥)

{iad y cn rels-
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Figura T. Franjas de moiré con la red de

sirve para visualizar y medir, generando
mapas de contornos, varios eventos que
varian -desde sunples movimientos Tig"
dos hasta comphcadas dciormaciones
mecanicas por tension 0 dilatacion.

Esperamos €0 este articulo baber mo-
tivado €l interés, PoT \a generacion, in-
lerpretacmn y aplicacion Je las franjas
de moirc; pamcu\armcntc como una
herramients de visualizacion d¢ propie-
dades ondulatonas.
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la figura 6.
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