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LAS

REVOLUCIONES CIENTIFICAS

EN MATEMATICAS:

Introduccién

La filosofia de la ciencia vigente
en el siglo XX, por lo menos a par-
tir de la Segunda Guerra Mundial,
aglutina a sus cultivadores en dos
grandes bandos que, prescindiendo
de las innumerables posiciones in-
termedias, podrian denominarse,
respectivamente, logicos de la cien-
cia ¢ historiadores de la ciencia.
Carnap, cl circulo de Viena, Popper
y otros (lo que Putnam lamé re-
cetved view) estarian en el primer
grupo, mientras que Kuhn, Laka-
tos, Feyerabend, etc., preconiza-
rian estudios minuciosos de histo-
ria de la ciencia previamente a cual-
quier reflexion global, y mucho
mas a cualesquiera prescripciones
normativas, sobre las teornas cien-
tificas.

No afirmo con lo anterior que
las posturas sean homogéneas en
uno y otro grupo. Son bien cono-
cidas las polémicas y las divergen-
cias entre autores que, segun esta
dicotomia, quedarian adscritos a
las mismas posturas basicas. Se tra-
ta mas bicn de subrayar la impor-
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LLA TEORIA DE CONJUNTOS

Javier Echeverrra Ezponda**

tancia que, a partir de los anos 60,
han tomado los estudios de histo-
ria, sociologfa e incluso psicologia
de la ciencia, por oposicion a la
preponderancia anterior de los
analisis exclusivamente logico-for-
males de Jas teorlas cientificas.

La llamada concepcion estruc-
tural, al principio denominada no-
lingiiistica, iniciada por Snced en
1971' y continuada por autores
como Stegmiiller, Adams, Balcer
y Moulines, pretende ser }a sintesis
de Jos dos bandos precedentes,
conjugando el estudio histérico
minucioso de las teorias con el ul-
terior anglisis, altamente formali-
zado, de su estructura y evolucion.
Se aceptan conceptos kuhnianos
como los de revolucién cientifica,
ciencia normal, anomalias, enig-
mas, paradigmas o comunidades
cientificas, pero a la vez se propo-
ne un aparato tormal que permite
el andlisis diacrénico de lasteorias.
Independientemente de las criticas
que van a ser expuestas a continua-
cion, hay que reconocer que la
concepcion estructural ha abierte
una nueva etapa en filosofia de la
ciencia, en particular por lo que
respecta a la estructura y a las ca-
racteristicas formalizables de la
evolucién histérica de la ciencia.

Para terminar con esta brevisi-
ma introduccidn, subrayaré la im-
portancia de otro aspecto del de-
bate: si, pese a las profundas diver-
gencias, algo hay en comin entre
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todos los autores y escuelas men-
cionadas (con la excepcion de La-
katos). consiste en la enorme im-
poriancia quc conceden a la fisica
a la hora de claborar una teoria
genera) de la cicncia. Las teorias
matematicas apcnas son estudia-
das por cstos autores ni por sus
seguidores, quienes sc han centra-
do en las llamadas ‘‘ciencias con
contenido empirico’. Pareceria
que cl prestigio de los cstudios ma-
tematicos, sobrc todo a partir de
Hilbert, Tarski y Gdéedel, agotase
la filosofia de las matematicas; sin
embargo, es claro que la matema-
tica no es instrumento valido de
analisis de la historia de Jas mate-
maticas, con lo cual ¢l cambio in-
troducido por Kuhn en fidosofia
de la cicncia no habria llegado,
cxcepcion hecha de las investiga-
cioncs de Lakatos, a la filosofia de
las matematicas.

En 1976 Mchrtens? cuestiono
la validcz de las nociones kuhnia-
nas para las matematicas. Su diag-
nostico era matizado: la idea de
comunidad cientifica, o las matri-
ces disciplinarias de los Segundos
pensamientos de Khun, con sus ge-
neralizactoncs simbdlicas, sus mo-
delos ontologicos, sus ejemplares
y sus valores mectodologicos, si
que eran aplicables a la filosofia
de la matematica. Las nociones de
crisis y de revolucion cientifica,
por ¢l contrario, no tendrian equi-
valente en la historia de las mate-
maticas.

£l presentc trabajo trata de’in-
vestigar este punto polémico en el
caso concreto de la teorfa de con-
juntos. Pero sin duda habra de ser
ampliado y perfeccionado por me-
dio de investigaciones histéricas
relativas a ofras teorias matemati-
cas y a otros momentos de su his-
toria, antes de que sc pueda plan-
tear una tesis general al respecto.

En cualquier caso, la restriccién
de la teoria de la ciencia a las dis-
ciplinas empiricas, y mas concre-
tamente a la fisica, es inaceptable.
La filosofia de la ciencia ha de ser
capaz de indagar, de ser posible
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por la via del estudio formalizado,
los invanantes estructurales, gin-
crdénicos y diacronicos, de las teo-
rias procedentes de las dtversas
ciencias conforme a estudios espe-
cificos de las mismas, en lugar de
limitarse a proyectar sobre la his-
toria de la biologia, de las ciencias
sociales o de las matematicas es-
quemas de interpretacion obteni-
dos cxclusivamente del estudio de
la historia de la ffsica, como se ha
venido haciendo en el presente si-
glo.

Interés del analisis de la histona
de 1a teorfa de conjuntos

En el prescnte trabajo me cenoa-
ré exclusivamente en la teorfa de
conjuntos, y dentro de ella en sus
primeras etapas: concretamente en
sus primeras formulaciones por
parte de Cantor. Varios motivos
otorgan un atractivo especial al es-
tudio de la estructura de dicha teo-
ria, entre los cuales mencionaré
los cuatro siguientes:

1. Es indudable que, tanto por
3u emergencia como por su poste-

rior desarrollo e implantacion ep
la comunidad de matemaiticos, por
su influencia determinante sobre
otras ciencias que utilizan su len.
guaje como bdsico, por su difusion
en la ensenanza universitaria y no-
universitaria, etc,, la teoria de con-
juntos aparece como uno de los
casos cruciales para determinar si
en mateméticas ha habido o no re-
voluciones cientificas ¢n el sentido
de Kuhn. Bastc recordar, desde el
punto de vista de la historia inter-
na, la dur{sima polémica de Cantor
contra el finitismo y el aritmetis-
mo de Kronecker; las dificultades
de Cantor para publicar sus articu-
los sobre teoria de conjuntos en el
Journal de Crelle, asi como para
conseguir una citedra en Berlin;
los apoyos que busco en matema-
ticos extranjeros (franceses, italia-
nos, suecos) para romper el cerco
de silencio tejido en Alemania en
tomo a ella; la fundacién de una
nueva sociedad de matematicos en
Alemania, la Deutscher Mathema-
tiker-Vereinigung, con el propio
Cantor como primer presidente,
frente al poder académico de la
época, la lenta y dificil progresion
de la teoria en la comunidad de
matemnaticos, al menos hasta que
Cantor encontré los decisivos apo-
yos de Klein y de Hilbert y hasta
el Congreso Internacional de ma-
tematicos en 1897, Estos y otros
detalles historicos ofrecen muchos
de los signos de lo que, a partir de
Kuhn, se ha venido denominando
revolucion cientifica. La diferen-
cia estriba cn que, supuesto el fi-
nitismo de Kronecker como el pa.
radigma rival, dicho paradigma no
habia entrado en arisis previamen-
te ni desaparecié Juego tras el asen-
tamiento de la teoria de conjuntos
en la comunidad de matemiticos.
Baste recordar que el propio Hil-
bert, desde posturas conjuntistas
asumié bucna partc del programa
finitista, al proponer la matemati-
ca como alternativa a la crisis de
fundamentos tras el descubrimien-
to de las paradojas. Otra diferencia
estriba en que la llamada crisis de



fundamento no es una crisis en el
sentido kuhniano: dicha crisis vie-
ve soportada por la propia teorfa
de conjuntos, es decir por la teorfa
que estid en trance de imposicién,
y no de disolucién,

Otro elemento a tener en cuen-
ta proviene de la incidencia de |a
teoria de conjuntos en la pedago-
gia de las matemdticas a lo largo
del siglo XX. Su progresién en la
escuela ha sido lenta y dificultosa,
como se sabe, pero tampoco cabe
duda de que ha logrado desplazar
como libro de texto basico ni mas
ni menos que a los Elementos de
Euclides, a los que ni siquiera el
embate de las geometrias no eu-
clideas habia alterado en su papel
privilegiado a la hora de introducir
las matematicas en los primeros
niveles docentes. La propia existen-
cia de los diagramas de Venn repre-
senta a la perfeccién la nocién
kuhniana de ejemplar, radicalmen-
te diferente de los anteriores (por
ejemplo de las figuras geométri-
cas clasicas). Desde otro punto de
vista, la escritura por parte del gru-
po Bourbaki de una magna obra
titulada significativamente Ele-
mentos de matemdtscas, en la cual
la teoria de conjuntos aparece co-
mo la fundamentadora de las res-
tantes teorias matematicas, es otro
argumento mas a favor de un cam-
bio de paradigma: dicho tratado
supondria la culminacion de toda
una ctapa de ciencia normal ligada
al paradigma conjuntista, el cual,
tras la revolucién de finales del
siglo XIX, seguirta todavia vigen-
te, sin que la teoria de categorfas
haya logrado todavra desplazarle.

2. La historia de la teorfa canto-
riana ha sido estudiada en los ulti-
mos anos con mucho detalle, y
ese trabajo previo de los historia-
dores de 1as matematicas posibilita
una reflexion global sobre la es-
tructura de la teorya, asf como so-
bre su desarrollo histérico. Piénse-
se por ejemplo en las monograffas,
entre otras muchas, de Meschkos-
ki (1967),% Hawkins (1970),* Dau-
ben (1979),* Moore (1982),% Gra-

ttan Guinness (1980)7 y Hallet
(1984),® asi como en losmuiltiples
articulos que las han preludiado.
En lo que sigue sera tenida parti-
cularmente en cuenta la pentltima
y la Gltima obra citadas.

3. La teoria de conjuntos puede
ser considerada como una teorva
con contenido empiTico, en el sen-
tido estructuralista del término.
En efecto, existen leyes especiales
y aplicaciones propuestas de dicha
teoria, validas en dominios empi-
ricos. Baste como ejemplo la axio-
matizacion de Kolmogorov del cal-
culo de probabilidades, que anade
axiomas especificos a la teoria ge-
neral de conjuntos, dando lugar
a un marco tedrico o estructura
que puede ser interpretada sobre
diversos modelos observables em-
piricamente. Y otro tanto cabria
decir de la teoria de juegos, o de
los propios diagramas de Venn, o
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de los juguetes pedagégicos que
permiten, conforme se usan, el
aprendizaje de los axiomas de la
teoria.

4. La concepcion estructural de
las teorras cientificas hace depen-
der sus reconstrucciones logicas de
la técnica, propuesta por Suppes,
de axiomatizacion informal en ba-
se al predicado conjuntista propio
de cada teorfa, asi como de la teo-
ria de modelos. Por consiguiente,
el analisis estructural presupone y-
utiliza la teorfa de conjuntos con-
tinuamente, como instrumento pa-
ra la reconstruccion en la estructu-
ra de teorias empiTicas.

La pregunta que sc plantea en
este trabajo, y a la cual se intenta-
ra dar una primera respuesta, es la
siguiente: ces suficiente el aparato
estructuralista para estudiar la
emergencia y el desarrollo histori-
co de la teoria de conjuntos o, por
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el contrario, dicha teorfa plantea
problemsas especificos a la hora de
ser analizada estructuralmente, que
de alguna manera invalidan aspec-
tos importantes de la metodologra
estructural para el andlisis de las
teorias cientificas? Todo ello, co-
mo quedé dicho, sin alejamos de
la obra de Cantor, e incluso de las
primeras etapas de su investigacion,

Etapas en e{ descubrimiento de la
teoria de conjuntos por Cantor

A partir de los documentos dispo-
nibles y de los andlisis histéricos
llevados a cabo, cabe distinguir,
ya en la primera fase de emergen-
cia de la teorra, hasta cinco etapas:

1. Es sabido que Cantor descu-
brié su teonageneral de conjuntos,
y en particular su teoria de los
transfinitos, a partir de problemas
matematicos muy concretos, plan-
teados por Heine, en relacién con
la unicidad de la representacion de
una funcién mediante series trigo-
nométricas. Dauben (1971)° ha
estudiado perfectamente este pun-
to, por lo'cual no insistirernos mas
en él. Baste recordar que, en esta
primera ocasién, Cantor estudia
tinicamente conjuntos de niimeros,
tales como los coeficientes de una
serie trigonométrica o las raices
de una ecuacién polinémica.

2. La introduccién de los con-
juntos derivados de puntos impli-
ca una primera generalizacién del
planteamiento inicial, al par que
una tentativa concreta y exitosa
de resolver ¢l problema de partida.
Pero la resolucion de dicho proble-
ma no frend la investigacién, sino
todo lo contrario. Lo que en un
principio habra aparecido como
un mero recurso técnico para so-
lucionar un problema concreto de
la teoria de funciones pasé a ser
luego, tal y como ha ocurmrido re-
petidas veces a lo largo de la histo-
ria de las matemadticas, un objeto
con interés propio, e incluso el
germen de toda una teorra.

La operacion de derivacion con-
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siste en definir, dado un conjunto
cualquiera P de puntos (y no ya
s6lo de numeros), el conjunto de-
rivado P(!) que contiene todos los
puntos-limite del primero, como
los llamé Cantor, es decir lo que
actualmente suele denominarse
puntos de acumulacién. La opera-
cion de derivacion resulta ser ma-
temiticamente precisa e iterable,
pese a que esta definida sobre en-
tidades que hasta entonces nc ba-
bfan sido considerados como obje-
tos matematicos: los conjuntoscon-
tinuos o discontinuos de puntos,
que ya no son figuras geométricas
ni recorridos de funciones.

Surgieron ast los qonjumios de
primera especie, tales que p'™™ = ¢
para algin # finito, y los conjun-
tos de segunda especie, tales que
p(®) # ¢ para todo nimero natural
n. Con esta distincion se prefigura
ya la nocion de transfinito, pero
ésta todavia no ha aparecido, por
lo cual debe de ser distinguida
esta etapa como singular.

3. Con el fin de clasificar los
conjuntos de segunda especie, Can-
tor introdujo los simbolos de inft-
nitud en 1880 y los definié en fun-
cién de la operacion de derivacion
de la manera siguiente:

2
p(=) = & p);

p(e® + 1} =(p(==h)),

y as1 sucesivamente.

Los conjuntos derivados prece-
dentes quedaban englobados en es-
tos simbolos de infinitud, asi’ co-
mo su clasificacién, con lo cual se
habfa cumplido un nuevo paso
légico en la creacién de la teorta.

4. A continuacién, tal como lo
senala Hallet:

Cantor empezé en’ seguida a
utilizar nstintivamente una
aritmética de simbolos, com-
bindndolos entre si' y con los
numeros naturales. !0

Con ello se entra en una nueva
etapa, que la construccidn estruc-
tural interpretaria como de cons-
truccién de un nuevo modelo par-

cial de la teoria. Hallet subraya
que este paso implica lo que €l
llama principio cantoriano de fini-
lismo, consistente en presuponer
que los simbolos del infinito y

| los nimeros naturales eran objetos

operatoriamente equivalentes, al
serles aplicables las mismas opera-
ciones aritméticas, tanto a cada
uno de ellos por separado como
al combinarlos entre st. Paso éste,
por cierto, enormemente frecuen-
te entre matematicos cada vez que
aparecen Dpuevos tipos de signos,
y cuya funcion heun’stica es im-
portantisima, tanto en la investi-
gacion cantoriana como en otros
casos historicos, Por lo mismo, la
denominacién de principio de fi-
nitismo nos parece restrictiva, ade-
mas de inadecuada. Podnia ser lla-
mado, perfectamente, principio de
combinacion operatora de los sig-
nos, y habria de ser ligado a algin
paradigma algebrista cuyos orige-
nes historicos se remontarian al
siglo XVI1, probablemente,

5. Tres afios mas tarde, en 1883,
Cantor ya habfa asimiado esos
simbolos a ndmeros, introducien-
do el principio de correspondencia
biunrvoca entre dos conjuntos co-
mo la definicion comun para los
numeros finitos y transfinitos. Sur-
gen también los primeros descu-
brimientos concretos (hechos nue-
vos e imprevisible, en el sentido
de Lakatos, al no estar planteados
previamente como problemas ni
tener paralelo con otros resultados
y modelos matematicos de la épo-
ca) tales como la demostracién
de la biunivocidad entre N y Q
y de la no biunivocidad entre N
y R. Puede concluirse que, precisa-
mente en esta etapa, el nucleo de
la teoria de conjuntos queda ya
constituido en la mente de Cantor,
siendo el método diagonal el resul-
tado mas tangible y novedoso de
la teoria, como lo sera a continua-
cion el teorema de Cantor, N <N,
que engendra la serie de los trans-
finitos.

"Vamos a limitarnos a estos cin-
co momentos, sin proseguir con el



analisis de los momentos claves
ulteriores del descubrimiento can-
tonano. En 1883, cn efecto, se
produce un hecho significativo,
que justifica este corte en el desa-
rrollo histérico. Cantor habia pu-
blicado hasta cinco artrculos segui-
dos en los Mathematische Annalen
bajo unmismo titulo: “Uber unen-
dliche, lineare Punktmannigfaltig-
keiten”. 1! Decide juntarlos en for-
ma de libro, cosa muy poco {re-
cuente cntre matematicos cuando
se trata de articulos publicados en
revistas cientificas, y redacta una
introduccién especial para dicha
edicion,'? que por cierto luego
no fue incluida por Zermelo en
su recopilacion de escritos de Can-
tor, publicada en 1932.!3 Dicha
introduccion abre una nueva fase
en el despliegue de la teoma de
conjuntos, debido a que inaugura
lo que anos después sera llamado
fundamentacién de la matematica.
La tendencia general del escrito
consiste en tratar de reducir toda
la matewitica a la teorfa de con-
juntos, con lo cual se marca la tran-
sicion desde los conjuntos de nu-
meros y de puntos, que eran los
investigados por Cantor hasta en-
tonces, a la teorra abstracta de con-
juntos.

La observacién umportante a ha-
cer es la siguiente: Cantor da-este
ultimo paso, tan esencial para la
estructura final de la teoria y' pa-
ra sus ulteriores desarrollos histé-
ricos (paradojas incluidas) guiado
por problemas filoséficos, y no ya
para resolver problemas matemati-
cos concretos. La preocupacion
por los fundamentos de la mate-
maitica no aparece separada de la
investigaciéon propiamente mate-
matica, sino como una fase mas de
la misma. Por otra parte, los traba-
jos ulteriores de Cantor van a estar
muy influidos por la solucion dada
a las cuestiones filoséficas que se
plante4 con toda nitidez ya en
1883. Podria pensarse, y es co-
rrente recurrir a este subterfugio,
que esta transicién sin solucidn
de continuidad de la matematica
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a la filosofia de la matemitica,
que tiene lugar en plena emergen-
cia de la teorfa, depende de la
peculiar formacidon y de los inte-
reses teologicos-filosoficos de la
persona concreta, Georg Cantor.
Esta explicacion psicologista, aun-
que debe ser tenida en cuenta, no
resulta suficiente, debido a que en
la evolucién posterior de la teorrfa
de conjuntos nos encontraremos
de nuevo una y otra vez con ese
mismo fendmeno de imbricacién
mutua entre lo que hoy en dra se
llama matemdtica y metamatema-
tica. La fundamentacidn de la teo-
ria de los conjuntos no es algo ex-
trinseco a la teoria, sino que forma
parte de su estructura interma, al
menos sl nos atenemos a los da-
tos historicos, en lugar de a con-
cepciones normativas que separan
y esanden unas disciplinas de
otras.

La concepcién estructural y el
analisis Jogico de las teorias
cientificas

Recordemos ahora brevemente, y
por lo tanto de manera forzosa-
mente imprecisa, los rasgos princi-
pales de la concepcion estructural
a la hora de analizar la estructura
de una teorfa.

Sneed, recogiendo una propues-
ta de Suppes,'* propuso un anali-
sis no-lingitistico o informal de las
teorias, a base de definir predica-
dos conjuntistas del tipo:

x es una mecdnica clasica de

particulas,

X esun grupo,

x es una mecdnica relativa de

particulas, etc.

Aquellos objetos x que satisfa-
cen dicho predicado se llaman mo-
delos de esa teorra, distinguiéndo-
se los modelos potenciales M, que
abarcan a todas las entidades que
podrian ser modelos de Ja teoria,
y un subconjunto suyo, M., de mo-
delos parciales, para determinar
los cuales se eliminan los términos
tedricos de la teoria mediante el
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meétodo de eliminacién de Ramsey-
Sneed. Asimismo se definen unas
condiciones de ligadura entre unos
y otros modeclos parciales, para el
caso de una misma entidad que
pueda pertenecer a dos modelos
distintos. Asi surge, sin entrar en
mas precisiones, el micleo de una
teoria, que no es sino una cstruc-
tura matematica abstracta.

Pero la estructura de una teoria
con contenido empirico incluye
también las aplicaciones propues-
tas de dicho nucleo, que se obtie-
nen a base de anadir leyes o axio-
mas especiales. Cuando esas apli-
caciones propuestas constituyen
un subconjunto de los modelos
parciales posibles, es decir cuando
ISM_ . se dice que la teoria es apli-
cada correctamente. Una aplica-
cion incorrecta de una teoria, y
por consiguiente una refutacion
en el sentido de Popper, no inva-
lida el nicleo de la teoria, sino
que simplemente modifica el con-

junto I de aplicaciones propuestas.
Una teoria puede permanecer inco-
lume en el seno de una comunidad
cientifica a pesar de que se conoz-
can anomalias para la misma. El
nucleo s6lo puede desaparecer de
la ciencia vigente cuando se ha
constituido otro nfcleo tedrico
diferente, con sus correspondien-
tes aplicacioncs empiTricas, es decir,
cuando ha surgido un nuevo para-
digma.

Este marco analitico, descrito
muy suscintamente, dpuede ser
aplicado a las teorias matemati-
cas, y en concreto a la teoria de
conjuntos? {¢Cabe plantearse la
reconstrucciéon logica de una teo-
na que responda al predicado:

X es una teoria (cantoriana) de
conjuntos?

Facilmente puede verse que la
concepcton estructural, tal y como
ba sido propuesta hasta ahora,
tmplica una cierta filosofra de la
ciencia ad hoc, si se nos permite
la expresiéon: y aed hoc para la fi-
sica, pero no para las matematicas,
pese a que muchas de estas teorias
s que tiemen contenido empirico
en el sentido de la concepcion
estructural.

En primer lugar, la propia distin-
cién entre términos tedricas y no-
teéricos, y por lo tanto Ja utiliza-
cidén del método de eliminacién de
los téominos tedricos de Ramsey-
Sneed, parece completamente ar-
tificiosa en el caso de las matema-
ticas. Podria pensarse que el com-
pas y la regla, en el caso de la geo-
metria cldsica, son reglas de co-
rrespondencia, pues permiten cons-
trur objetos observables que se
corresponden con los términos
tednicos propios de la matemitica:
circunferencia, recta, etc. La ins-
tanciacion o &xfeats, vista desde
esta perspectiva, seria la operacién
que daria contenido empiTrico a las
matematicas. Pero se avanzaria
muy poco en esa linea. Lo caracte-
ristico de las matematicas, y desde
luego también de la teoria de con-
juntos, es que conceptualiza obje-
tos que de por si son ya signos:



Cantor estudié primero conjuntos
de nimeros que eran coeficientes
de series trigonométricas o raices
de ecuaciones polindmicas, es de-
cr que introdujo un nuevo sistema
de signos y de nociones (el voca-
bulario y el lenguaje conjuntista)
para designar objetos (puntos, ni-
meros, etc.) que ya eran signos in-
sertos en otras tantas teorias ma-
tematicas. La operaciéon continua
a lo largo de la historia de las ma-
tematicas es la reduccién de unos
sistemas de signos a otros: por
ejemplo las figuras geométricas a
ecuaciones, o los simbolos del in-
finito a numeros.

Sin embargo, la concepcidn es-
tructural si' presenta algunas no-
clones que pueden ser titiles para
analizar las teoryas matematicas, y
en concreto su histona: por ejem-
plo la distincion entre modelos po-
tenciales y modelos parciales. La
sucesion dc modelos parciales es
perfectamente clara en la investi-
gacion cfectiva de Cantor: primero
conjuntos de cocficientes de series
trigonométricas, luego conjuntos
de numeros cualesquiera, a conti-
nuacion conjuntos de puntos Yy
conjuntos derivados de puntos,
luego simbolos de infinitud, y por
tltimo conjuntos abstractos, te-
niendo cada uno de esos modelos
parciales cstructuras operacionales
diversas, pero todas ellas reduci-
bles a términos conjuntistas. En
este sentido el analisis estructural
podria ser, cuando menos, ilustra-
tivo y preciso con respecto al de-
sarrollo historico. Desde el punto
de vista de las fases de su emergen-

cia, y prescindiendo de las diferen-
cias entre los objetos de los que se
ocupan una teorfa matematica y
una teoria fisica, los problemas
que plantea la teoria de conjuntos
son bastante similares a los de la
mecdnica newtoniana de particu-
las, tal y como los analiza Sneed.

Dos problemas para el analisis
estructural de la teoria de
conjuntos

Sin embargo, la teoria de conjun-
tos plantea dos dificultades impor-
tantes: una derivada de su historia
inicial y otra de orden mas general,
o dificultad légica.

La primera de ellas, ya mencio-
nada, estriba en la aparicién dc
una fase metateorica, o si se pre-
fiere de fundamentacion de la pro-
pia teoria, en plena emergencia de
la misma. Si la concepcidn estruc-

tural ha de ser aul para la recons-
truccion légica de la historia de las
teorias, y en particular de las revo-
luciones cientificas, entonces ha
de asimilar también dentro de la
estructura de la teoria esta fase,
cuya influencia en la investigacién
ultertor de Cantor fue muy grande.
La definicion general de conjunto
que propone Cantor, ya en 1833,
es la siguiente:
Bajo la denominacién de varie-
dad (Mannigfaltigkeit) o de
conjunto (Menge) entiendo en
general toda multplicidad que
puede ser considerada como
unidad, esto es toda coleccion
de elementos determinados que
pueden ser juntados en un todo
por medio de una ley.'*

Este salto a un modelo mucho
mads amplio como ambito semanti-
co de lanocién basica, ‘‘conjunto”,
se produce precisamente en virtud
de la reflexion tebrica cantoriana.
A nivel heuristico, ¢ incluso como
componente estructural, esta nue-
va via de investigacion tuvo una
gran rclevancia para el desarrollo
de la teorfa. Y sin embargo no pa-
rece facil admitir, desde la concep-
cion estructural, que se trata de
una nueva aplicacién propuesta,
pese a que no cabe la menor duda
de que para Cantor la nocion de
“conjunto’ tiene significado em-
pirico, por muy extenso que Sea.
Tomar e] axioma de extensionali-
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dad como la ley especifica de esa
aplicacién propucsta, y explicar
las ulteriores restricciones de ese
axioma, tras la crisis de fundamen-
tos, como otras tantas restriccio-
nes del modelo parcial propuesto,
puede ser sugerente, pero conlleva
una ampliacién considerable de la
nocion de aplicacion propuesta.
La metateoria no es un subconjun-
to de los modelos potenciales par-
ciales, sino que tiene un stafus epis-
tcmoldgico diferente, para la pro-
pia concepcion estructural. Y sin
embargo, este ejemplo historico
(que no seria el unico en matema-
ticas) muestra que lz mctateoria
también incide sobre la teoria, y
ello en plena fasc de emergencia,
al orientar la investigacién cn un
sentido o en otro.

Hay una segunda dificultad, mas
impartantc. Supuesto quc la teo-
ra de conjuntos tuviese un nicleo
en el sentido estructural (por ejem-
plo el sistema ZF), que estuviera
caracterizado por los modelos po-
teciales parciales que satisfaciesen
el enunciado:

x es una teorfa (cantoriana o
ZF) de conjuntos, dicho nicleo
solo podria ser definido sneediana-
mente si se distinguiesen conjun-
tos M, y M;;,, asi como relaciones
de inclusion M__ &M _ o de ligadu-
ra entre ambos, Lo cual equivale a
decir que la teoria abstracta de
conjuntos, que histéricamente sélo
es un momento de la investigacion
cantoriana, ya esta propuesta en la
propia definicién de nucleo. Resul-
ta asi que los distintos nucleos de
las teorfas ctentificas seryan, alre-
curmir al lenguaje conjuntista para
su formulacién, otros tantos mo-
delos de la teorra abstracta de con-
juntos. Pero si esto es asi, dqué su-
cede con la propia teoria de con-
juntos, cuya estructura historica
no ofrecia en principio singulari-
dades especiales a la hora de anali-
zar su desarrollo como la construc-
cién de sucesivos modelos parcia-
les?

La aplicacion del aparato estruc-
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turalista se encuentra con esta es-
pecie de circulo vicioso, que no
parcce [acil de sortear. Una teoria
como la de conjuntos, para ser re-
construida ldgicarnente, habria de
presuponer sus propios conceptos
basicos. Dicho de otra manera: la
propia concepcién estructural po-
dria ser considerada como una de
las aplicaciones propuestas de la
teoria de modclos, y por consi-
guiente de la teoria de conjuntos,
por lo cual diffcilmente podria
luego rcconstruir logicamente a la
teoria que le sirve de base.
Todavia otras consideraciones,
a titulo de conclusion, La refle-
x16n metatedrica ha de ser consi-
derada, por lo menos en el caso de
la teoria de conjuntos, como una
componente mas de dicha teoria,
e incluso como una de las fases
principales de la revolucién que
llevé aparejada. Y aunque no es
el momento de hacerlo, podria
mostrarse que también en el caso
dc otras teorias (Newton incluido),
las consideraciones filosoficas de-
sempefian una funcion heuristica
importante y por consiguiente han
de ser tenidas en cuenta como una
componente mas de la estructura
de la teoria. La tentativa de sepa-
rar la investigacién propiamente
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