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i{QUE SON LAS MATEMATICAS?

Desde sus origenes mismos, la filosofia se ha interesado en las
matematicas pues parecen ofrecer eltipo de conocimiento al que
tradicionalmente ella ha aspirado: infalible y exacto, a diferencia
del empirico o del que nos proporcionan los sentidos.’

La matematica, sobre todo el método axiomatico de la geo-
metria euclidiana, se convirtié en un modelo metodoldgico para
muchas corrientes filosoficas e inspird suefios relativos a una
“matematica del pensamiento” que nos permitiria calcular en
lugar de razonar, obtener resultados seguros y precisos, y que
podria ser aplicada automaticamente, incluso por una maquina,
para resolver problemas éticos, politicos, etcétera.?

Pero, realmente, ¢qué son las matematicas?, équé clase de
disciplina constituyen?, équé las caracteriza y distingue de otras dis-
ciplinas y actividades humanas?, équé hacen los matematicos
cuando las practican? La respuesta que normalmente se daria a
estas preguntas es que son una ciencia formal y exacta, es de-
cir, solo se interesan por las relaciones abstractas entre ciertos
elementos, mas no por los elementos concretos en simismos, lo
cualles permite conseguir resultados precisos.

Segunlo anterior, las matematicas son radicalmente distintas
a las ciencias empiricas —ya sean naturales o sociales— que es-
tudian aspectos concretos de la realidad y, por ello, recurren a la
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experiencia, es decir, ala observacion o a la experimen-
tacion, pero solo logran resultados aproximados, pues
la experiencia siempre es particular y contingente.

En la terminologia filosofica tradicional, sobre todo
a partir de Kant, se diria que los enunciados matemati-
cos son “analiticos” y que el conocimiento que propor-
cionan es a priori, esto es, no depende de la experiencia
y, por ello, es universal y necesario.

De acuerdo con el realismo o platonismo, lo ante-
rior es posible debido a que el tipo de entidades a las
que las matematicas se refieren (no sélo los nimeros
sino también los puntos, las funciones, los conjuntos,
etc.) no se pueden percibir por medio de los 6rganos de
los sentidos ni estan ubicados espacio-temporalmente:
podemos percibir un nimero 1 escrito en un libro, pero
nuncael/ nimero 1, del cual son instancias los nimeros
concretos que percibimos.

Por eso se ha pensado que las entidades matema-
ticas, aunque reales o independientes de nosotros, no
son fisicas, sino inteligibles: se puede pensar en ellas,
incluso percibirlas, mas no por medio de los 6rganos de
los sentidos sino de una “intuicion intelectual”. Sin em-
bargo, tampoco se reducen alas ideas o alasimagenes
mentales que tenemos de ellas, pues mientras éstas va-
rian en cada individuo, las entidades matematicas son
iguales paratodos y no cambian.
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LA “CRISIS” DE LOS FUNDAMENTOS
DE LAS MATEMATICAS

La imagen tradicional de las matematicas (formal e in-
falible) fue cuestionada a raiz de la llamada “crisis de
los fundamentos de las matematicas”, que sucedio en
el siglo xix. Dicha “crisis” se originé principalmente por
dos descubrimientos: primero, el de las geometrias no
euclidianas y, segundo, el de lateoria de los conjuntos.

Desde la antigiiedad se puso en duda el famoso
quinto postulado, segun el cual por un punto externo a
una linea recta unicamente puede pasar una sola linea
paralela,® pues dicho teorema no parecia intuitivamente
verdadero y no se podia reducir a los otros postulados.*
Poco a poco se desarrollaron geometrias que no sélo
dejaban de lado dicho postulado sino que partian de
postulados radicalmente diferentes: por un punto exter-
no a una linea pueden pasar un nimero infinito de lineas
paralelas o ninguna en absoluto. Al principio se penso
que las geometrias no euclidianas eran simples juegos
intelectuales, que no correspondian a la realidad, pero
conlateoria de la relatividad de Einstein quedo claro que
el espacio fisico real, debido a la fuerza de la gravedad,
es, por decirlo asi, “curvo” y no “plano”, como se supo-
ne equivocadamente en la geometria euclidiana.

Lageometria es la disciplina matematica que parece
mas cercana a la realidad y a la experiencia, asi que lo
anterior fue un duro golpe para la imagen tradicional de
las matematicas: se llegé a la conclusion de que todos
los sistemas axiomaticos son meramente convencio-
nales, ninguno en si mismo verdadero, que los axiomas
no son “verdades autoevidentes” sino, simplemente,
enunciados que se eligen de modo arbitrario (aunque
restringidos a los limites que establecen los valores de
la consistenciay la sencillez) y que se aceptan sin prue-
ba para poder demostrar otros.®

Pero, de todas formas, surgieron dudas acerca de
los conceptos y principios de los que se partia en las
matematicas, asi como respecto a los métodos que
se empleaban para obtener conclusiones derivadas
de ellos, pues se temia que posteriormente, debido a
que esos “fundamentos” no eran seguros, se produje-
ran contradicciones, lo cual pondria en peligro toda la



estructura de las matematicas y, con ello, a todas las
ciencias que se apoyan en ellas.

La “crisis” en los fundamentos de las matematicas
diolugar, precisamente, alos programas fundacionistas
(logicismo y formalismo) que consideran que las mate-
maticas carecen o requieren de fundamentos, entendi-
dos éstos como ultimos y seguros, y que la filosofia, a
través de un andlisis logico, puede proporcionarselos.

El segundo factor que contribuyo sustancialmente
ala “crisis” de las matematicas provino de la teoria de
conjuntos propuesta por Georg Cantor, que se creyo
podria servir para fundamentar l6gicamente a la mate-
matica, es decir, para definir todos los conceptos ma-
tematicos por medio de conceptos l6gicos y reducir
todos los teoremas matematicos a principios l0gicos.
Esto fue, precisamente, lo que Gottlob Frege intento lle-
var a cabo con su programa logicista. En efecto, poco a
poco se habia demostrado que la aritmética era la parte
mas fundamental de las matematicas, en el sentido de
que todos los nimeros pueden ser definidos en térmi-
nos de los enteros. No obstante, Frege determino que la
definicion del concepto de numero erainadecuada, asi que
ofrecio una caracterizacion puramente conjuntista de él.

Por su parte, Russell detectd una paradoja en la
teoria de conjuntos: existen conjuntos que, contradicto-
riamente, se incluyen y excluyen a si mismos, como el
conjunto de todos los conjuntos que no se incluyen a si
mismos. Russell trat6 de solucionar esta paradoja por
medio de su teoria de los tipos (ldgicos), distinguiendo
diferentes niveles de lenguaje. Pero la solucion que pro-
puso trajo consigo nuevos problemas, pues entrafiaba
la aceptacion del “axioma de reducibilidad” que impli-
caba mas problemas de los que solucionaba.

David Hilberty la escuela formalista trataron de evi-
tar los problemas del logicismo por medio de una teoria
rigurosa de la prueba (metamatematica) que permitiria
demostrar, de manera absoluta, la consistencia de los
sistemas formales o axiomatizados,® para asi terminar,
de unavez portodas, con el problema de los fundamen-
tos de las matemadticas.

Pero el programa formalista también sufrio un reves.
Godel, en 1931, demostro que ningun sistema formal
suficientemente interesante para expresar la aritmética

elemental puede ser axiomatizado de un modo a la vez
completo y consistente, es decir, el intento por derivar
todos los teoremas de los axiomas para alcanzarla com-
pletud conlleva el surgimiento de contradicciones en el
sistema, y el intento por alcanzar la consistencia deja
algunos teoremas sin probar. Todo sistema puede ser
probado a través de otro mas potente, no obstante, en
este nuevo sistema siempre se llega al mismo problema
que en el anterior.

Se llego, pues, ala conclusion de que las matemati-
cas no soninfalibles y que se puede saber, por métodos
informales, cuasi-empiricos, que algunas formulas son
verdaderas, mas no por métodos formales.

EL CUASI-EMPIRISMO EN LA FILOSOFIA
DE LAS MATEMATICAS

El fracaso del fundacionismo permitio el seguimiento
de programas no fundacionistas en la filosofia de las
matematicas, segun los cuales las matematicas no ne-
cesitan fundamentos, no los pueden tener ni la filoso-
fia puede ofrecérselos, y que, ademas, sostienen que
las matematicas no son radicalmente diferentes a las
ciencias empiricas y al resto de actividades humanas,
sino que puedeny deben ser entendidas y explicadas en
términos parecidos a ellas: son cuasi-empiricas.

Aclaremos, el cuasi-empirismo no plantea que las
matematicas son idénticas alas ciencias empiricas, que
no existe alguna diferencia entre ellas o que sus diferen-
cias son insignificantes, sino que el conocimiento que
proporcionan es también falible y que los métodos
que emplean son semejantes a los de esas ciencias.

El cuasi-empirismo tampoco es un empirismo in-
genuo que considera que puede haber observaciones
puras, libres de toda teoria o que las matematicas son el
resultado de generalizaciones que se realizan a partir de
observaciones empiricas.

Por el contrario, el cuasi-empirismo parte del
cuestionamiento que la filosofia posempirista o pos-
positivista (de Popper, Hanson y Kuhn entre otros)
hizo en contra del empirismo o0 positivismo l0gico, es
decir, supone las tesis del holismo, la infradetermi-
nacion de las teorias, asi como los giros pragmatico,
socioldgico e historicista.
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Por ello, el cuasi-empirismo postula que para enten-
dery explicar las matematicas no basta con analizar su
estructura ldgica ni su lenguaje sino que hay que estu-
diar su practica real, lamanera en que efectivamente las
aplican los matematicos, las ensefnan los profesores y
las aprenden los estudiantes, su historia, las revolucio-
nes que ocurren en ellas, los paradigmas y los progra-
mas que dominan, las comunidades de matematicos,
el tipo de retorica que se emplea en ellas y el papel que
juega el conocimiento matematico en las distintas so-
ciedades y culturas.

Fue en los afios sesenta cuando se empezo a utili-
zar el término “cuasi-empirismo” para referirse a una
concepcion falseable y no fundacionista de las mate-
maticas. En concreto, Imre Lakatos y Hilary Putnam
fueron los primeros en usar el término, aunque de ma-
nera diferente.

Lakatos, filosofo de origen hdngaro, intent6 inicial-
mente desarrollar una filosofia de las matematicas dia-
lécticao hegeliana, pero posteriormente adoptt la meto-
dologia popperiana de las conjeturas y las refutaciones,
asi como algunas ideas de Pdlya sobre la heuristica o
el descubrimiento en matematicas.” Lakatos establecio
que: 1) las pruebas formales son falseables por medio de
las pruebas informales;® 2) el proceder de las matemati-
cas no es axiomatico, como plantean los formalistas, sino
basado en una sucesion de pruebas y refutaciones que
s0lo llegan a resultados falibles;® 3) el intento de proveer
de fundamentos a las matematicas conlleva un retroceso
alinfinito; 4) la historia de las matematicas debe ser estu-
diada no a través de teorias aisladas sino de series de
teorias o, mejor adn, de programas de investigacion
que incluyen un nucleo firme no falseable y un cintu-
ron protector de hipdtesis auxiliares que si son falsea-
bles, pero que son modificables;'® 5) debemos preferir
no el programa matematico que esté completamente
axiomatizado sino el que sea progresivo, esto es, el
que permita descubrir hechos nuevos e inesperados.

La supuesta necesidad de las matematicas, nos
dice Lakatos, deriva de que nos hemos olvidado, no co-
nocemos, o0 no valoramos adecuadamente el proceso
de pruebas y refutaciones informales, siempre falibles,
por medio del cual se llega a las pruebas formales que
después dan lugar a las axiomatizaciones. ™
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Putnam, en cambio, parte de las tesis quineanas
acerca del holismo de las teorias y la naturalizacion de
la epistemologia, pero también, como su maestro Rei-
chenbach, del impacto de la fisica moderna en nuestra
concepcion de la cienciay de la realidad.™ En las mate-
maticas, seglin Putnam, hay un juego entre postula-
cion, pruebas informales o cuasi-empiricas y revo-
lucion conceptual. Putnam fue el primero en reconocer
que las matematicas no son ciencias experimentales
y que son mas a priori que, por ejemplo, la fisica, sin
embargo senala que la distincion entre lo a priori y 1o
a posteriori es mas bien relativa:'® que algo sea a priori
significa, simplemente, que juega un papel fundamental
en nuestra concepcion del mundo o en nuestra forma
de vida y que, por tanto, no estamos dispuestos a re-
nunciar aello.

Concretamente, la teoria de conjuntos es indispensa-
ble para la fisica, por ello, las entidades sobre las cuales
cuantifica, a saber, los conjuntos, deben ser considerados
como reales, pues no se puede aceptar el conocimiento
que proporciona la fisica sin aceptar dichas entidades
0, mejor dicho, al aceptar el conocimiento de la fisica,
ya se ha aceptado, implicitamente, a teoria de conjun-
tos. Asi, las matematicas comparten el contenido em-
pirico con las teorias fisicas de las que forman parte y
se modifican junto con ellas.™

De forma analoga a lo que pasa en el campo de las
teorias empiricas, en las matematicas hay distintas teo-
rias rivales, algunas de las cuales han sido abandona-
das por su falta de adecuacion, como sucedio, segun
Putnam, debido al desarrollo de la mecanica cuantica:
se descubrio que el mundo fisico no es explicable por
medio de la Idgica cuantica sino que es necesaria una
l6gica polivalente, que vaya mas alla del principio de ter-
cero excluido, del mismo modo que la geometria eucli-
diana fue superada por la no euclidiana.'®

Finalmente, laantologia de Thomas Tymoczko, Nue-
vas direcciones en la filosofia de las matematicas, que
incluye articulos de Lakatos y de Putnam, pero también
de Polya, Hersch y Kitcher, entre otros, en la introduc-
cion, el postfacio y las introducciones a los articulos
plantea, de manera clara y mas o menos sistematica,
el surgimiento de una nueva filosofia de las matemati-



cas, el cuasi-empirismo, que constituye |a alternativa
frente a los callejones sin salida a los que han llegado
los programas fundacionistas y establece que las mate-
maticas son conjeturales como las ciencias empiricas,
pero, también, defiende la idea de que la filosofia de las
matematicas deberia estudiar la practica efectiva y la
ciencia real, lo que ha abierto la puerta a enfoques so-
cioldgicos, etnologicos, de género, etcétera.

El cuasi-empirismo ha dado lugar a propuestas,
como el “constructivismo social” de Paul Ernest' y el
“humanismo” de Reuben Hersh' que dificilmente acep-
tarian Lakatos™ o Putnam,? pues desde su perspectiva
conducen al relativismo y al irracionalismo.

REFLEXIONES FINALES

Como anotamos al inicio de este trabajo, el interés por
los fundamentos de las matematicas deriva, en parte,
de que tradicionalmente las matematicas se han conce-
bido como una ciencia especial entre todas las ciencias:
un saber en el que se puede alcanzar la certeza plenay
la exactitud completa. Y si en las matematicas no se
puede alcanzar, entonces éen donde? Habria entonces
que aceptar que todo el conocimiento humano es falible
y que todas las actividades humanas también lo son.
Efectivamente, el cuasi-empirismo nos ofrece una
nuevaimagen de las matematicas, pero también del co-
nocimiento en general, del ser humano y de la cultura.?!
Sin embargo, hay que aclarar que ello no nos conduce
ni tiene por qué conducirnos al escepticismo, al relati-
vismo o al irracionalismo: no se esta afirmando que no
podemos estar seguros de nada, que nada puede ser

© Sergio Javier Gonzalez Carlos, de la serie Mi demonio, 2005.

probado, pues, de hecho, en las matematicas y en la 0-
gica si se pueden probar muchas cosas; el problema es
que dichas “pruebas” tienen limites y solo tienen valor
dentro de ciertos margenes.

Aclaremos también que el cuasi-empirismo a pesar de
su “constructivismo”, no se opone ni excluye al realismo
0 alaidea de que existe algo independiente de nosotros ni
tiene por qué reducirse o identificarse con el subjetivismo.

Por el contrario, es posible un realismo construc-
tivista como el de Popper, segin el cual las matemati-
cas son una creacion humana: sin los seres humanos
0 Seres como nosotros, no existirian; no obstante, una
vez creadas se convierten en un mundo autdnomo o con
leyes propias (diferente del fisico y del subjetivo o psi-
coldgico) y en el cual hay relaciones y consecuencias
imprevistas, impredecibles, pero necesarias, que tene-
mos que descubrir e investigar.??

Desde luego, el cuasi-empirismo no esta exento de
defectos. En mi opinion, algunos de los principales son,
en primer lugar, que puede dar lugar a una confusion
nociva entre la investigacion matematica y la filosofia
e historia de las matematicas, es decir, entre la practica
de las matematicas y la reflexion sobre ellas.

Ensegundo lugar, a diferencia de los programas fun-
dacionistas que dieron origen aimportantes desarrollos
técnicos dentro de las matematicas, por ejemplo, el lo-
gicismo dio paso a un nuevo tipo de ldgica, el formalis-
mo a la metamatematica, etc., el cuasi-empirismo no lo
ha hecho ni parece poder hacerlo. Es decir, en términos
de Lakatos, parece, mas bien, un programa regresivo o
que no descubre hechos nuevos sino que solo trata y
puede dar cuenta de los hechos ya conocidos.

Sin embargo, lo anterior s6lo es cierto en parte; ya
que uno de los campos mas interesantes y fructiferos que
caracterizan al cuasi-empirismo es el estudio del papel
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que juegan las computadoras en las demostracio-
nes matematicas.?

Pero la principal virtud del cuasi-empirismo es,
como ya dije, que ha traido consigo un cuestionamien-
to de algunas dicotomias en las que descansa nuestro
pensamiento (por ejemplo, lo empirico y lo formal, lo
analitico y lo sintético, lo a priori y 10 a posteriori, el descu-
brimiento y la justificacion, etc.) que suelen ser acepta-
das como si fueran universales, necesarias y hasta eter-
nas, con lo cual nos obliga a revisar nuestra concepcion
del conocimiento, de la realidad y de nosotros mismos.
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NOTAS

1 El cardcter que normalmente se le atribuye a las matematicas queda ex-
presado en frases como “tan cierto como 2 méas 2 es4”, “si Pitdgoras no se
equivoca, entonces...”.

2Recordemos, por ejemplo, la ética de Spinoza al more geometrico.
3Euclides, Libro |, Elementos, 15-16.

4Proclo, Com. 191, 21 ss.

5 Esta es lanueva concepcion de axioma que asumi6 el enfoque formalista
de David Hilbert. Véase Los fundamentos de la aritmética. Curiosamente,
Frege, el padre de la |6gica moderna, tenia una concepcion todavia tradi-
cional de los sistemas axiomaticos. Véanse sus escritos sobre los funda-
mentos de la geometria incluidos en Escritos filosdficos, op. cit., asi como
el capitulo dedicado a Frege en el libro de Jests Mosterin, Los [dgicos.

8| as pruebas “absolutas” de consistencia son las que permiten demostrar
la consistencia de un sistema sin dar por supuesta la consistencia de otro
sistema, en concreto, deberian permitir demostrar, a través de métodos
finitistas, la imposibilidad de derivar ciertas formulas contradictorias. Lo
que se busca es descubrir una férmula que no sea un teorema, pues Si pu-

diese derivarse cualquier formula de los axiomas, entonces ésto probaria
que éstos son contradictorios (de una contradiccion se sigue cualquier
0sa). Véase £/ teorema de Godel de Nagel y Newman.

7Por ejemplo, en How to solve it.

8 “(Existe un renacimiento del empirismo en la reciente filosoffa de las
matematicas?”, asi como en “¢Qué es lo que prueba una prueba matema-
tica?” en Matemdticas, ciencia y epistemologia.

9 Pruebas y refutaciones, un libro que fue publicado péstumamente con
base en la tesis de doctorado de Lakatos (1961) y algunos articulos publi-
cados entre 1963y 1964.

10 Metodologia de los programas de investigacion cientifica.

1 En la segunda parte de “El método de analisis-sintesis” (1973). En la
parte final de Pruebas y refutaciones también presenta una teoria de como
se pasa de las matematicas ala logica.

12“The logic of quantum mechanics”, Mathematics, matter and method.
13 “What is mathematical true?”, Mathematics, matter and method.

14 “Philosophy of logic?”, Mathematics, matter and method.

15| o anterior es debido al principio de indeterminacion (o, desde el punto
subjetivo, incertidumbre) de Heisenberg.

16 En “Philosophy of logic?” Putnam sefiala que es casi imposible distin-
guir entre las matematicas y lal6gica.

17 Social constructivism as philosphy of mathematics.

18 \What is mathematics, really?

19 Recuérdense las criticas de Lakatos en contra de Kuhn y Feyerabend
debido a su supuesto psicologismo y sociologismo relativista, asi como
su distincion entre la historia interna (la verdaderamente importante) y la
externa de la ciencia.

20 En Razon, verdad e historia Putnam hace una critica de Kuhn y Feyera-
bendy, en general, a todas las posturas sociologistas e historicistas; du-
rante un tiempo asumi6 un “realismo externo” y hasta cierto reduccionis-
mo funcionalista (que a mediados de los anos setentas critico y abandond
por completo) y propuso una especie de nueva fundamentacion de las ma-
temadticas por medio de la ldgica modal (segun la cual las matematicas no
tratan tanto de realidades sino de potencialidades), etc., debido a lo cual
muchos seguidores del cuasi-empirismo no lo incluyen dentro de la nueva
filosofia de las matematicas.

21 También hay que sefalar que el cuasi-empirismo tiene consecuencias
fundamentales para la ensefianza y el estudio de las mateméticas, y que ha
dado lugar a una concepcion constructivista (que encuentra su base en la
psicologia cognitiva), opuesta a las llamadas “matematicas modernas”,
ligadas a los proyectos fundacionistas (que condujeron a la ensefianza de
lateoria de conjuntos en la primaria).

22| 3 necesidad de las matematicas, nos dice Popper, deriva de un hecho
socioldgico simple, a saber, que todas las acciones tienen consecuencias
imprevisibles, y a veces indeseables, pero inevitables. Véase “El conoci-
miento y la configuracion de la realidad” en £n busca de un mundo mejor,
40-45; “Epistemologia sin sujeto cognoscente” en Conocimiento objetivo,
126-135; “Observaciones de un realista sobre el problema mente-cuerpo”
en La responsabilidad de vivir, 83-88; El universo abierto. Un argumento a
favor del indeterminismo, 140-143y Elyo y su cerebro, 41-54.

2\/gase la seccion “Computers and mathematical practice: A case study”
en laantologia de Tymozcko.
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