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Lahistoriadelaldgicatiene como sus grandes pilares a Aristdte-
les, aGottlob Fregey aKurt Godel. Aristoteles esimportante para
laldgicaporhaber sido el primero en haberla estudiado indepen-
dientemente de otras disciplinas, llevandola a una sistematici-
dad tal que dejo vigente su obra por varios siglos; Frege inicid la
l6gica contemporanea, dando muchos pasos mas alla de Aris-
toteles; Godel serd recordado sobre todo por haber demostrado
cualessonlosalcancesdelalogica, quenosonpocos.

Asicomo lafisica celebrd en 2005 su afio internacional con-
memorando los cien anos de la publicacion de los trabajos fun-
damentales de Einstein acercade lateoria de larelatividad, quiza
en2031secelebreelAioInternacional de laLdgicaal cumplirse
un siglo de la publicacion del que probablemente sea el articulo
mas importante en la historia de la logica, el “Uber Unentschei-
dbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Syste-
me I” de Kurt Gddel. Pero enlo que llega tal fecha, el 28 de abril
de este 2006 se cumplid el centenario del natalicio de Godel, lo cual
s un excelente pretexto para decir algunas palabras acerca de la
obrade este l6gico, matematico y fildsofo norteamericano de ori-
genaustriaco.

LALOGICAYLAFUNDAMENTACION DELAMATEMATICA

Laldgica habia llegado a un desarrollo impresionante después
delasobrasdeFrege, Russelly Whitehead, alos cuales se habian
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anadido los trabajos de Herbrand, Skolem y Lowen-
heim. Sin embargo, habia cuestiones acerca de 10s
sistemas ldgicos que adn no habian sido planteadas:
élos sistemas logicos son completos, es decir, bastan
los axiomas del sistema para derivar cualquier formula
verdadera? {Son consistentes?, es decir, éde sus axio-
mas no pueden obtenerse formulas contradictorias?
Hilbert y Ackermann plantean estas preguntas, sin re-
solverlas, en sus Grundziige der theoretischen Logik
de 1928. Godel examino estas cuestionesy en 1930 de-
mostro que el calculo proposicional clasico es ala vez
completoy consistente, estoes, queenlalogicaproposi-
cional toda formula verdadera es teoremay todo teore-
ma es verdadero bajo cualquier interpretacion. En ese
mismo ano dedica algunos trabajos al Entscheidungs-
problem, es decir, al problema de como saber silas for-
mulas del calculo cuantificacional son satisfacibles o no,
0 lo que es lo mismo, si el calculo cuantificacional es
completo. A grandes rasgos, se dice que una formula
es satisfacible siy solo silaformulatiene al menos una
interpretacion verdadera. Godel demostro que ciertas
clases de formulas si son satisfacibles, aunque Church
en 1936 evidencio que en general no hay un método de
decision. En 1931 Godel probo que el calculo cuanti-
ficacional de orden superior, el sistema en el cual se
representa la aritmética, no puede ser a la vez consis-
tente y completo. Lo que hace Godel es representar en
el lenguaje de la aritmética elemental una formula que
dice “soy indemostrable”. Esto implica un problema
mayusculo, pues si la formula es demostrable, enton-
ces es falsa; pero en consecuencia el sistema estaria
demostrando cosas falsas: seria inconsistente. Si es,
como dice, indemostrable, entonces es verdaderay no
podria ser demostrada en el sistema: el sistema seria
incompleto. Por ello, la aritmética o es consistente, o
es completa, mas no ambas cosas alavez. Puesto que
un sistemainconsistente (trivial) es inservible, la unica
opcionviable es que seaincompleta.

Godel comprobo también que ningun sistema que
sirva pararepresentar ala aritmética puede demostrar
supropiaconsistencia. Estono estan devastador pues,
como dice Smullyan haciendo mofa de los catastrofis-
tas, confiar en la consistencia de un sistema porque él
mismo afirma su consistencia es tan ingenuo como
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confiar en laveracidad de una persona sélo porque ella
misma dice que nunca miente. Como es sabido, si el
sistemaes contradictorio puede afirmar cualquier cosa
(es trivial), asi que también puede afirmar su propia
consistencia. Ni Hilbert ni otros matematicos habian
esperado que un sistema pudiera demostrar su propia
consistencia, aunque los teoremas de Godel sirvieron
para poner mas restricciones de 1as que originalmente
se habian planteado. Después de eso se han intentado
pruebas de consistencia, siendo la de Gentzen en 1936
lamas famosa, aunque los matematicos nuncahan es-
tado deltodo satisfechos conella.

GODELYLATEORIADE CONJUNTOS

Precisamente Godel es asociado con los teoremas li-
mitativos de la logica clasica, aquellos que dicen que
cualquier sistema lo suficientemente fuerte como para
simbolizar a la aritmética ha de ser o completo, o con-
sistente, pero no ambos, y que ningun sistema con las
caracteristicas sefnaladas puede demostrar su propia
consistencia. Sin embargo, si se atiende al nimero de
trabajos y de paginas, el gran problema de Godel no era
laincomplecion de la aritmética ni la decidibilidad de la
ldgica, sino el problema del continuo de Cantor, al que
le dedico latercera parte de su obra, tres articulos entre
1938y 1940, y otro en 1947: “La consistencia del axio-
made elecciony la hipotesis generalizada del continuo”,
1938; “Prueba de consistencia para la hipotesis genera-
lizada del continuo”, 1939; “La consistencia del axioma
de eleccion y de la hipotesis generalizada del continuo
con los axiomas de la teoria de conjuntos”, 1940; y
“¢Qué es el problema del continuo de Cantor?”, de 1947.
En el articulo de 1940, Godel demostrod que la hipotesis
del continuo y el axioma de eleccion son consistentes
con lateoria de conjuntos si el resto de los axiomas son
compatibles entre si. Es decir, la hipotesis del continuo
no contradice ningin axioma ni teorema de la teoria de
conjuntos, mastampoco se sigue deellos.

Cuando Joseph Cohen demostrd en 1963 laindeci-
dibilidad de la hipotesis del continuo reconocio que su
demostracion eraposible porque enrealidad “Godel ya
habiahecholamayor parte deltrabajo”. En efecto, dado
que Godel demostro que la hipdtesis del continuo es
compatible con lateoria de conjuntos pero no se sigue
de ella, solo restaba probar que la negacion de la hipo-
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tesis del continuo también es compatible con la teoria
deconjuntosy quetampoco puede derivarse de ella.

ELTRABAJODE GODELENLALOGICAINTUICIONISTA

Otro de los intereses de Godel estaba en la logica in-
tuicionista. La l6gica intuicionista es una logica diver-
gente de la logica clasica en una aspecto especifico, a
saber, la demostracion matematica. Mientras que en
logica clasica es posible pasar de una doble negacion
a una afirmacion, esto no es posible en la ldgica intui-
cionista, pues parece que no es una demostracion ge-
nuina decir “si supongo la inexistencia de x entonces
llego a una contradiccion, portanto, x existe (o tiene tal
propiedad)”. Godel dedica a lalogica intuicionista cua-
trotrabajos, tres en 1932 y uno mas en 1958. El prime-
ro, titulado “Sobre el calculo conectivo intuicionista”
trata del asunto de las tablas de verdad para la l6gica
(proposicional) intuicionista. El resultado al que llega
es que no es posible construir una matriz finita de va-
lores de verdad tal que hiciera de la ldgica intuicionis-
taunaldgica polivalente completa, es decir, que de haber
una matriz multivaluada seria infinita. Como es sabido,
hay sistemas de logica en los que al parecer hay otros
valores de verdad ademas de “verdadero” y “falso”; lo
que Godel probo es que en la ldgica intuicionista ha-
briainfinitos valores de verdad y la asignacion de estos
valores a las formulas no podria hacerse como puede
hacerse en las que tienen dos, tres o cualquier nime-
ro finito de valores. En el segundo, “Una interpretacion
del calculo conectivo intuicionista”, Godel demuestra
que lalogicaintuicionista puede convertirse, mediante

ciertas definiciones, en el sistema de l6gica modal S4.
Los sistemas de l6gica modal son extensiones de la l6-
gica proposicional y cuantificacional en los que se tra-
bajaconoperadores de posibilidady de necesidad. Hay
muchos de esos sistemas; algunos de los mas conoci-
dossonT, S4y S5 (“S” solo quiere decir “sistema”) y
entre ellos hay un orden de potencia demostrativa: S5
eselmas poderoso deductivamente, yaque puede pro-
bar teoremas que no pueden probarse en los demas.
Godel produjo una traduccion de la Idgica intuicionis-
ta siguiendo un sencillo razonamiento: en el caso de la
aritmética (hay que recordar que la logica intuicionis-
ta quiere representar de manera fiel el razonamiento
matematico) las formulas verdaderas son necesaria-
mente verdaderas y las falsas son imposibles. Godel
demostro que el sistema modal S4 representa los ras-
gos modales de necesidady deimposibilidad que pare-
ce haber entre las formulas aritméticas tal y como las
entiendelalogicaintuicionista.

“Sobre la teoria de nameros y la aritmética intuicio-
nista”, eltercertrabajo de Godel dedicado alintuicionis-
mo, es quiza el mas importante de todos. En él Godel
demuestra dos cosas realmente importantes. La pri-
mera es que la logica intuicionista es un subsistema
delalogicaclasica cuando se considerantodas las co-
nectivas y que lalogica clasica es un subsistema de la
l6gicaintuicionista cuando todos los teoremas de la 16~
gicaclasicaseescribenunicamente entérminos de ne-
gaciones y conjunciones. La otra demostracion dice
que la totalidad de la aritmética formal clasica puede
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incluirse en la aritmética intuicionista o, dicho de otra
manera, todas las afirmaciones de la aritmética clasi-
ca son también afirmaciones de la aritmética intuicio-
nista. Para ello traduce convenientemente todos los
simbolos de la aritmética clasica (en la formulacion de
Herbrand) a los de la aritmética intuicionista (en la for-
mulacion de Heyting) y demuestra que ambas aritmeé-
ticas son equivalentes. De esta demostracion pueden
extraerse un par de conclusiones notables. Primero,
la demostracion de que todo teorema (traducido) de la
aritmética clasicaestambiénunteoremade la aritméti-
caintuicionistaproporcionade pasadaunapruebarela-
tiva de consistencia de la aritmética clasica respecto
de la aritmética intuicionista. Cualquier contradiccion de
la aritmética clasica seria trasladable a la intuicionista,
es decir, si la aritmética clasica fuera contradictoria
también lo serialaintuicionista, porlo que silaaritméti-
caintuicionista es consistente, jpso facto la aritmética
clasicatambiénlo es. Segundo, de acuerdo conestola
l6gica intuicionista solo daria lugar a restricciones ge-
nuinas en el analisis numérico y en la teoria de conjun-
tos, masnoenlaaritmética.

En el cuarto trabajo, “Acerca de una ampliacion to-
davia no utilizada desde el punto de vista finitista”, da
otra interpretacion efectiva de la logica intuicionista,
esta vez en términos de funciones recursivas. En ese
trabajo Godel analiza las relaciones entre el método fi-
nitista, que basicamente es el método que dice que las
demostraciones deben consistiren unnumerofinito de
pasos, esto es, no deben admitirse pruebas que cons-
ten de infinitos o que no puedan reproducirse enun nu-
mero finito de pasos, y la logica intuicionista y, mas
exactamente, laaritméticaintuicionista. Laidea de G-
del es que puede avanzarse mucho mas en las pruebas de
consistenciatrabajando directamente la aritméticaen el
sentido intuicionista (aunque las aritméticas clasica
g intuicionista sean equivalentes, como Godel mismo
probo, laintuicionista tendria la ventaja de trabajar con
unanocionde “prueba” mas adecuada.)

LAFILOSOFIAGODELIANA

Godeltardd muchotiempo en manifestar sus particula-
res opiniones filosoficas. Particulares porque muchas
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parecen mas argumentos cartesianos que las ideas de
un matematico del siglo XX; sin duda su gran interlocu-
tor podria haber sido Leibniz. Sus contribuciones mas
importantes a la filosofia son su defensa del realismo
platonicoy sus argumentos en favor del dualismo en el
problemamente-cuerpo. Comenzaré por esto tltimo.

Puesto que todavia busca hacerse una distincion
entre las maquinas y los humanos y dado que las ac-
tividades “rigurosas” que distinguian a los inteligen-
tes (jugar ajedrez, realizar operaciones matematicas e
inferencias ldgicas a gran velocidad) también son he-
chasyde mejormaneraporlos ordenadores, resultaria
que las maquinas son mas inteligentes que los huma-
nos. Pero, arguyen algunos, lo que no pueden hacerlos
ordenadores son las actividades cotidianas: caminar,
conversar, portarse bienenlas fiestas, reconocerasus
familiares. .. Entonces parece que el rasgo distintivo de
lainteligenciaes el sentidocomun.

Sin embargo, hay otra vertiente de la discusion,
precisamente la de algunos matematicos quienes di-
cenque unamaquina nunca podraigualaraun humano
en conocimiento matematico y que es precisamente
ese aspecto en el cual puede insistirse para hacer una
distincion entre humanos y maquinas. Muchos auto-
res, entre ellos Descartes, Godel, Lucas y mas recien-
temente Penrose han utilizado argumentos similares
para demostrar el caracter no espacio-temporal de la
mente. Lo que tienen en comun todos estos argumen-
toseslasiguienteestructura:

1. Si nuestra mente fuera (o pudiera ser reproduci-
dapor) un dispositivo espacio-temporal y, en este sen-
tido, asimilarse a una maquina finita de Turing, solo
podriamos reconocer como verdaderos aquellos teo-
remas producidos directamente portal maquina;



2. podemos reconocer algunas verdades que no
podriaproducirunamaquinade Turingfinita,

3. portanto, nuestra mente no es y no puede redu-
cirseaundispositivo espacio-temporal.

Ello permitiriadistinguirentre la “efectividad” (lara-
pidez paracalcular) y el “conocimiento matematico” (la
capacidad de generar conocimiento, en algunos casos
no formalizable). No discutiré aqui si el argumento es
valido otanconcluyente como suele pensarse.

El platonismo en general afirma que (a) existen los
objetos matematicos, no son espacio-temporales y
existen independientemente de nosotros, y (b) nues-
tras teorias describen tales objetos. Pero si los seres
humanos existen enteramente en forma espacio-tem-
poral, entonces no podrian tener conocimientos ma-
tematicos porque no podrian tener contacto con los
objetos abstractos no espacio-temporales. La defensa
del realismo platénico por parte de Godel depende del
argumento en favor del dualismo, pues como se vio li-
neas masarribas, él defiende laidea del dualismo preci-
samente a partir de que podemos reconocer verdades
matematicas que ningun sistemafisico podriaconocer.

LAAPORTACION DEGODELALAFiISICATEORICA

En 1949 se publico el libro Albert Einstein: Philoso-
pher-Scientist dentro de la serie The Library of Living
Philosophers. Goddel participd con un ensayo titula-
do “Algunas observaciones acerca de la relacion en-
tre la teoria de la relatividad y la filosofia idealista”. En
él Godel hace una evaluacion de la filosofia kantiana
contraponiéndola a la fisica relativista. Pero, ademas
de eso, Godel desarrolla de manera informal en ese ar-
ticulo una sugerencia para solucionar las ecuaciones
de campo de Einstein. El sustento matematico de di-
chaidealo publicaria meses después en el trabajo “Un
ejemplo de un nuevo tipo de soluciones cosmoldgicas
alasecuaciones de campo de gravitacion de Einstein”.
Lo valioso de este trabajo de Godel noreside en sus
aplicaciones practicas, porque para que pudiera tenerlas
habria que mover cuerpos avelocidades cercanas alade
laluz utilizando cantidades ingentes de masa convertida en
energia para impulsarlos, sino en el propio andamia-
je matematico y en las consecuencias que pueden ex-
traersede él, sobretodoladiscusiontedricatantofisica
como filosofica de la abolicion de la distincion “antes-

después” y con ello 1a posibilidad de interactuar con el
pasado. En 1950 escribe “Acerca de los universos rota-
toriosenlateoriadelarelatividad general”, otrotrabajoen
el que aborda nuevamente la teoria de la relatividad, de-
sarrollando y puntualizando algunas opiniones desarro-
lladas en los dos escritos anteriores, enfatizando en las
posibilidades de discusionentrelafisicaylafilosofia.

NOTASFINALES

Laimportancia historica de Godel radicaenla variedad
de sus intereses, en la profundidad de su trabajo y de
sus resultados. La importancia historica de los traba-
jos de Gddel puede entenderse si se compara el volu-
men de su obra entera (no mas de mil paginas) con la
cantidad de paginas que se han escrito acerca de ella.
Pero sobre todo, la gente importante puede medirse
porlamotivacion que dejaenlas nuevas generaciones.
Antela“negatividad” de lamayoria de sus trabajos mas
reconocidos podria pensarse que no hay mucha moti-
vacion, pues Godel habria cerrado todos los caminos.
Perohasucedido precisamente lo contrario, ya que las
nuevas generaciones de logicos, matematicos y filo-
sofos hantratado o de extender los teoremas de Godel
odesacarleslavueltade algunamanera. Elmayorlega-
do que pudo haber dejado es una marca de genialidad
que debe serelestandar paralas nuevas generaciones,
una genialidad que debe seremuladay, por qué no, su-
perada, para que las ciencias deductivas se enriquez-
can con mas grandes pilares al lado de Aristoteles,
Fregey Godel.
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