Viaje al INFINITO
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Jiménez Pozo

Preste atencion. Entre dos nimeros naturales consecutivos ar-
bitrarios ny n+1, hay infinitos nimeros racionales positivos (es
decir, fraccionarios, delaformap/q); sinembargo, hay lamisma
cantidad (o cardinal) de numeros naturales que de nimeros ra-
cionales. Por otra parte, entre dos numeros racionales distintos
y arbitrariamente seleccionados, hay siempre un nimero irra-
cional (0 sea, numeros como raiz cuadrada de 2 o el famoso pi).
Igualmente, entre dos nimeros irracionales distintos y arbitra-
riamente seleccionados, hay siempre unnumeroracional; ipero
lacantidad de numerosirracionales es infinitamente superiorala
delos nimerosracionales!

Cuando yo era estudiante de la licenciatura en matematicas
empleé mucho tiempo tratando de determinar si en las afirma-
ciones antes mencionadas habia algo chueco y trataba afano-
samente de detectar algun error en las demostraciones. Claro
que desde varios puntos de vista es cuestionable esa actitud de
desconfianza de un alumno hacia sus profesores; pero de todas
formas indica cuan profundamente sorprendido debia encon-
trarme antetal aparente contradiccionlogica.

No es menester demostrar aqui la validez de los resultados
enunciados, porque puedenencontrarse encasi cualquier libro ele-
mental de teoria de conjuntos y porque no deseamos llenar la ca-
bezadellectortantempranamente con definiciones matematicas y
razonamientos abstractos. Eso si,indicaremos cualitativamente lo
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que sucede. En matematicas hay diferentes niveles del
infinito. Grosso modo, hay conjuntos que tienen infini-
tamente mas elementos que otros. Quiere decir que hay
infinitos de diferentes drdenes. Un famoso teorema de
Cantor establece que por infinito que sea un conjunto,
habra siempre otro de uninfinito superior de elementos.
Se infiere que hay una infinidad de 6rdenes de infinito
Yy que no puede existir el conjunto de todos los conjun-
tos. &Y qué sucede cualitativamente? Es conveniente
auxiliarse de la ley filosofica de los saltos cuantitativos
en cualitativos. Enlos conjuntos infinitos hay tantos ele-
mentos, que suceden cosas cualitativamente diferentes
a los universos finitos a los que estamos acostumbra-
dos, como por ejemplo, que una parte puede ser igual
al todo. Claro que eso no nos permite intuir los feno-
Menos que ocurren, pero al menos nos explica por qué
nolos entendemos, por qué nos parecenilogicos. Y eso,
porlomenos, nos dejamastranquilos.

Aunque podriamos llenar hojas y hojas de ejemplos
diferentes e igualmente sorprendentes relacionados con
el infinito matematico, deseariamos concentrarnos en
uno de los axiomas mas conflictivos de la matematica
y su consecuencia en algo aparentemente tan intuitivo
como la asignacion de longitudes, areas y volume-
nes alas diferentes figuras geomeétricas. Hablamos
delendemoniado axioma de eleccion o de seleccion,
que aplicado a conjuntos infinitos provoca imprede-
cibles consecuencias como el teorema de Cantor
mencionado con antelacion.

Seguramente nadie podra saber con precision co-
mo pensaba el hombre primitivo, sies que llegasemos

a determinar cuando comenzo a pensar. Pero parece
muy l6gico que tuvo necesidad de desarrollarellengua-
jey el pensamiento simultaneamente y que en ellos iba
incluida la concepcion de contar, de medir longitudes,
areas y volimenes, de estimar el peso de los cuerposy
de algo sumamente sutil, que es laidea de orden. Pen-
sandolo bien, algunas de estas manifestaciones estan
presentes incluso en los animales. Si un pez es gran-
de, el pequeno de alguna manera lo mide, se asusta y
huye. Estas ideas de medicion, de orden y la de iden-
tificar algunas formas geomeétricas, quizas relaciona-
das en principio con manifestaciones artisticas como
la pintura rupestre, tienen que haber sido el germen de
lo que hoy es la matematica. Y sin extendernos por ra-
zones obvias, quisiéramos mencionar que el concepto
de orden es mucho mas complejo de lo que en princi-
pio uno pueda imaginarse. En conjuntos infinitos, por
ejemplo, tomemos los nimeros naturales con su orden
usual, en el cual sabemos la posicion de cada elemen-
to. Si ahora castigamos al 1y lo mandamos al final de
lafila, ese elemento no sabria detras de qué elemento
ubicarse. En conjuntos finitos, cantidad y orden pare-
cerian que sivan de lamano y en la practica, al tomar
unturno enunafila, nos entregan un nimero que no re-
presenta una cantidad sino un orden. Pero todo va bien
hasta un punto. La etnomatematica, que estudiamas o
menos las capacidades matematicas humanas vincu-
ladas a origenes étnicos, nos ha revelado ciertos pro-
blemas untanto incomprensibles. Por ejemplo, hemos
sabido de tribus de indios ya desaparecidas de los Es-
tados Unidos, donde el lenguaje que habian desarrolla-
do no les permitia expresar, digamos, diez dias, pues
los dias tenian una interpretacion secuencial, de orden



y no de cantidad. O tribus australianas que no sabian
contar mas alla del tres o del cuatro; pero a sus hijos,
hasta diez, los diferenciaban asignandoles en el nom-
bre elorden de nacimiento.

Dando un salto historico muy grande, desde los
origenes del hombre llegaremos a las civilizaciones
antiguas, en las cuales como una continuacion avan-
zada de las ideas primitivas, nadie ponia en duda la
propiedad de las diferentes figuras geométricas de
poseer una cierta longitud, area o volumen, segun
fueran unidimensionales, planas o espaciales. El ani-
co problema era calcular estas magnitudes, lo que se
realizaba, de ser posible, por el método de comparar
cuantas veces cabe una unidad o patrén en la figura
considerada. Por respeto y admiracion no puedo ob-
viar mencionar a Arquimedes como personaje emble-
matico de este periodo, quien hace tres mil anos era
capaz de calcular, por ejemplo, el area bajo una para-
bola. Sencillamente no pudoinventarenaquellaépoca
el calculointegral por lamismarazon de que no se po-
diainventarlatelevision actual sin haberse descubier-
toanteslaluzeléctrica.

En este periodo histdrico nos encontramos con lo
que quizas fuese la primera gran sorpresa relacionada
conlainfinitud delos nimeros. Elteorema de Pitagoras
establece que si tenemos un triangulo rectangulo cu-
yos catetos tienen longitud 1, entonces la hipotenusa
tiene longitud raiz cuadrada de 2. Por otra parte, los an-
tiguos griegos eran demasiado listos para ignorar que
no existe un ndmero racional cuyo cuadrado sea 2. Asi

© Trabajadores de los talleres de Nonoalco, 1947. Fondo Donaciones.
CONACULTA/CNPPCF/MNFM.

las cosas, hay anécdotas que cuentan que Pitagoras
anduvo comoloco muchotiempo pues no podia descu-
brir el origen de la contradiccion entre ambos resulta-
dos. Cuentan también que después de mucho tiempo,
los griegos llegaron a la conclusion de que en realidad
no habia contradiccion sino que habian descubierto la
existencia de segmentos que no podian medirsey alos
quellamaroninconmesurables, es decir, conunalongi-
tudirracional y lo celebraron con un gran festin para el
cual sacrificaronmuchos bueyes.

Demos otro salto histérico y ubiquémosnos en la
primera mitad del pasado siglo XX. No sdlo disponia-
mos yade unaclaratendencia ala unificacion de las di-
ferentes disciplinas matematicas, comenzadas desde
laidentificacion del algebray lageometriaporlostraba-
jos pioneros de Descartes; contabamos con el calculo
diferencial e integral de Newton y Leibnitz; las geome-
trias no euclideanas de Lobachevski y otros destaca-
dos matematicos; |a teoria de conjuntos de Cantor y
muchas otras cosas mas; entre ellas, lateoria de lame-
dida e integracion de Borel, Lebesgue y otros, vincula-
dadirectamente con estos problemas de asignacion de
longitudes, areas y volimenes. También sabiamos que
antes de buscar una solucion a un problema matemati-
co cualquiera, es mas conveniente probar antes que tal
solucion existe y en caso positivo, cuantas son las so-
luciones posibles. Elproblema que tratamos teniatam-
bién suenfoque en este contexto.

PROBLEMA DEBIL DELAMEDIDA

Determinar si existe una funcion m con valores rea-
les positivos incluyendo el valor infinito y definida
sobre el conjunto de todos los subconjuntos reales
(respectivamente del plano, respectivamente del es-
pacio tridimensional) y que cumpla con las tres pro-
piedades siguientes:

1.m(I) = 1,donde/eselintervalo [ 0,7 ] enelcaso
real (respectivamente el cuadrado [ 0,7 [ x[0,7 ] enel
casodelplanoy[0,7]x[0,7]x[0,7]enelcasoespacial).

2.m(AuB)=m(A)+m(B),siAyBsondos
conjuntos disjuntos, es decir, sin puntos comunes.

3.m(A)=m(B),siAyBsondos conjuntos con-
gruentes.
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Estas tres condiciones son las minimas que uno
esperaria que satisficieran la longitud, el area y el vo-
lumen. La primera, asigna el valor 7 a las unidades o
patrones de medida. La segunda, que si medimos, por
gjemplo, areas separadamente, el area total sera la
sumade las areas. Latercera, que estalongitud, areao
volumen, no dependera de la posicion del cuerpo cuan-
do lo midamos. Hay otras cosas que interesan para te-
nerunmodelo matematico delamedicion. Porejemplo,
siAesmaspequefio que B, lo que matematicamente se
expresa como que A es una parte de B, debera ocurrir
quem (A)seamaspequefioquem (B).Loquesucede,
es que con las tres condiciones arriba mencionadas y
conun poco de habilidad en el manejo de las leyes ma-
tematicas, todas esas cosas se deduciran de las tres
arriba mencionadas y por tanto no se expresan en el
modelo paraevitarredundancias.

Este problema enunciado es un problema tipico de
existencia. De existirtalmparaelcasoreal, lallamariamos
longitud. En el caso del plano, lallamariamos area. Y enel
caso espacial, la llamariamos volumen. Después habria
que preguntarse si la solucion es tnica. Es decir, si hay
unasolaformade definirlalongitud, elareay elvolumen.

Resulta que una solucion al problema débil no nos
ayudaria mucho desde el punto de vista practico, pues
para calcular, por ejemplo, el area de un disco por el pro-
cedimiento de estimar cuantas veces contiene al cuadra-
do unidad, tendriamos necesidad de pasar a procesos
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de limite que no estan legalizados en el problema. Esto
motiva el llamado problema fuerte de la medida, con-
sistente en un problema similar al débil, pero donde la
segunda condicion se cambia, como sigue, paraincluir
laposibilidad de usarlimites.

Lamedidam de launionde conjuntosAn,n=1,2,3, ...,
dos ados disjuntos, tiene que serigual ala suma de la
serie infinita cuyos términos son las medidas m (An')
de estos conjuntos.

Dispongamosnosahorrorizarnos conlas respuestas:

El problema fuerte no tiene solucion en ninguna di-
mension. El problema débil no tiene solucion en tres
dimensiones. Sitiene enunay dos dimensiones, pero
estas soluciones no son unicas.

¢Como es que no podemos asignar volumen a to-
dos los cuerpos? “No puede ser” —se dijeron muchos
matematicos. Aceptemos la no solucion del problema
fuerte por estar contaminado con los limites involucra-
dos en las series. Pero, &y el problema débil? ¢Donde
estaelfallo? iAh! Resulta que a partir del axioma de se-
leccion, conlas propiedades que se piden en el proble-
ma, se puede demostrar la existencia de una forma de
cortarciertos conjuntos tridimensionales, por ejemplo,
unapelota, envarios pedazos y reconstruirlos amane-
radetenerdosconjuntosigualesalprimero.Escomouna
justificacion matematica delamultiplicacion delos peces



ylospanes. Elresultado es consecuencia de los trabajos
de varios matematicos entre 1914 y 1924, cuyos nom-
bres se unen para denominar lo que hoy conocemos
como paradoja de Hausdorff-Banach-Tarski. Elaxioma
de seleccion asegura que existe esa posibilidad, como
cortarlo es otro problema al que no da respuesta. Mu-
chos matematicos delaépocacoincidieronenque esto
esunalocuray que sielaxioma de seleccion es el cau-
sante, pues habia que eliminarlo de lamatematica, aun-
que conello elimindsemos una parte sustancial de toda
la matematica escrita. Eso produjo una cierta division
en el pensamiento matematico de laépoca. Habia quie-
nes lo aceptaban y quienes no, aunque hoy en dia esto
Nno es un problema grave segun explicaremos un poco
mas adelante. Solo que cuando algo se puede demos-
trarsinelaxiomade seleccion sele otorgamas valor.

&Y por qué existe solucion en una y dos dimen-
siones y no entres? El problema esta en la condicion
tercera relativa a que conjuntos congruentes deben
tener la misma medida. Es un poco técnico: al au-
mentarladimension, van apareciendo nuevas formas
de definirisometrias, lo que se traduce en el origen de
mas conjuntos congruentes. Luego estacondicion se
hace cada vez mas dificil de sostener y resulta que
el punto de ruptura se encuentra precisamente entre
dosytres dimensiones.

&Y qué dice ese famoso axioma? Pues en principio
pareceinofensivoy sumamente l6gico. Enunaprimera
aproximacion establece que si X es un conjunto no va-
cio, existe una funcion que asigna a cada subconjun-
tonovacioAdeX, unelementox de X que se encuentra
en el propio A. En su forma mas general y rigurosa, el
enunciado es algo sofisticado para quien no esté acos-
tumbrado allenguaje matematico.

Axioma de seleccion: Sean Yy Z dos conjuntos y R
una relacion no necesariamente funcional entre
todo Y'y una parte no vacia de Z. Entonces, existe una
funcionfde YenZ tal que todoy de Y, esta relaciona-
doconf(y)segunA.

Abandonemos el deseo de querer explicar detalla-
damente el significado del axioma, lo que pudiera re-
sultar engorroso y nos llevaria tiempo. Sin embargo,
pasemos ajustificarlo que hemos adelantado respecto
aquehoyendiatenemos claro qué sucede.

En efecto, Kurt Godel, un famoso especialista en
l6gica matematica de la primera mitad del siglo XX,
demostro en 1938 que si el sistema de axiomas que
sustenta la teoria de conjuntos no es contradictorio,
entonces tampoco resultaria contradictorio este sis-
tema junto con la aceptacion del axioma de seleccion.
Hacia 1963, otro destacado matematico, Paul Cohen,
demostro que si el sistema de axiomas que sustentala
teoriade conjuntos no es contradictorio, entonces tam-
poco resultaria contradictorio este sistemajunto conla
no aceptacion del axioma de seleccion. De ambos re-
sultados deducimos que tenemos libertad para adop-
tarla posicion que deseemos. Solo que tendremos dos
teorias igualmente validas, pero diferentes. Latenden-
cia abrumadoramente mayoritaria hoy en dia es acep-
tarque hay conjuntos llamados no medibles, 0 sea, que
noles podemos asignarunvolumen. Sontanrarosenla
practica, que parajustificarlaexistencia debemos acu-
diralaxiomade selecciony alosinfinitos matematicos.
Pero no pasa nada. Con los conjuntos medibles que
nos quedan nos sobra para trabajar y resolver proble-
mas no so6lo de lamatematica, sino de lafisica, delain-
genieria, delaeconomia, delamedicina...

En la actualidad, nuevos problemas sumamente
complejos y atrayentes retan a los matematicos con-
temporaneos mientras una descomunal cantidad de
mas de dos millones de paginas enrevistas de matema-
tica se publican anualmente en el mundo, con resul-
tados que con frecuencia incrementan a su vez 10s
problemas pendientes de solucion. Asi es el arte y la
ciencia de la matematica: aunque en constante cam-
bio y desarrollo, el objetivo permanente es siempre
aquel de asumir algunas cosas que llamamos axiomas
e hipotesis y bajo leyes mas o menos establecidas por
la 16gica, inferir otras que denominamos tesis. Eso es
simplemente lo que se hizo al estudiarlos conjuntosin-
finitos. Del trabajo matematico, lo que sirve perduray
lo que no es Util se desecha o con suerte pasa a la his-
toria. La gracia esta en que eso que hagamos sea (til
de alguna manera, que sirva de algo. Como decia mi
padre: “cualquiera pinta una paloma, el problema esta
enpintarle el picoiy que coma!”.
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