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EL ESTATUS DE
LAS CLASES

EN EL
LOGICISMO
DE RUSSELL

Ricardo Gomez*

Durantc el ultimo tercio del siglo XIX el
degarrollo de la matematica fue conmo-
vido por una serie de notsbles eventos:
Cantor en su Mengelehre edifico la ma-
tematica sobre conceptos y principios
conjuntisticos desde loa cuales introdu-
jo rigurosamente las nociones de orden,
limite, infinitud y continuidad, dando
origen ademas a nuevos capitulos de la
matematica, como la aritmética transfi-
nita. Dedekind y Hilbert llevaron a cabo
la aritmetizacion de la matematica: todo
concepto del analisis, geometria y alge-
.bra era introducido desde nociones arit-
méticas. Frege, a su vez, definio el con-
cepto de nimero a partir exclusivamen-
te de términos logicos y dedujo las leyes
de la aritmética desde principios logicos.
Peano, en la ultima década del siglo, lo-
gro la axiomatizacion de la aritmética
utilizando exclugivamente simbolos 16-
gico-matemaéticos. Pero en 1893 Burali-
Forti habia descubierto que la aritmeti-
ca ordinal cantoriana era incongistente
y Russell en 1901 lego a la misma con-
clugion con respecto a la aritmética car-
dinal y a la sistematizacion de Frege de
la aritmética.

La teoria de las clases constituye el
nucleo central del intento russelliano de
resolver tales dificultades. Como el con-
cepto de niimero es un caso particular
de clases, se concluye, en tanto se acep-
ta la aritmetizacion de la matematica,
que la pregunta por el estatus oatologi-
co de los entes matematicos ea reducible
a la cuestion acerca del estatus de las
clasea.

p L0 shoes e ® Indians University, mayo de 1979, Agrs-
dezeo al Dr. Alberto Coffa sus sugeren-
clas y observaclones criticas.
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Por otra parte, acerca de la teoria de
las clases de Russell y del logicismo en
general se ha difundido una version su-
perficial e incortecta. Asi, por ejemplo,
respecto al logicismo se ha alirmado mu-
chas veces que €l invalucra el caracter
analitico de los enunciados de la mate-
matica cuando, por el contrario, segin
Frege. la geometria esta constituida por
proposiciones sintéticas a priori, y, para
Russell. hasta 1912 todos los enuncia-
dos de la matematica son no-analiticos.
A su vez, con referencia a las clases se ha
tendido erroneamente a identificar a la
teoria russelliana de Jas mismas con una
concepcion extensionalista de corte qui-
neano.

Es por ello que creemos relevante
adoptar como objetivos principales de
nuestra propuesta los siguientes: 1) ana-
lizar las modificaciones mas importantes
de la teoria de las clases de Russell du-
rante su periodo mas creativo al respec-
to (1903-1910), centrando nuestra aten-
cion en los problemas relativos a su esta-
tus ontoldgico; 2) relacionar tal desarro-
llo con la concepcion russelliana del len.
guaje, la logica y la filosofia de la mate-
matica; 3) indicar aquellos supuestos y
propuestas que no se alteraron a lo largo
de tal periodo. Para ello, hemos de con-
siderar ¢n su secuencia historica aquellos
trabajos en los que Russell se ocupa de
las clases. La reciente publicacion de ar-
ticulos y correspondencia pertinentes
nos provee de nuevos datos sobre ¢l te-
ma. Hemos de subdividir nuestro estu-
dio en tres periodos mayores, que van
desde The principles of mathematics®
(1903), pasando por la critica y aban-
dono de la teoria de las clases que habia
sustentado en tal obra, hasta arribar a la
gistematizacion de su nueva teorra de lag
clases en Principia mathematica (1910).
En cada periodo hemos de sintetizar la
correspondiente concepcion de las cla-
ses tratando de enfatizar las principales
facetas que sean relevantes para los ob-
jetivos 1)-3). Finalmente procuraremos
inferir una serie de conclugiones que
creemos tornaran claro que Russcl] arri-
bo a una original concepcion de las
clases que es completamente diferente
de la sostenida por la tradicion mate-
matica posterior y de la que sus criticos
le adscribieran,

1903: The principles of roathematics

En esta obra encontramos tres aspectos
principales relativos a lag clages: 1. El
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Desarrollo del Calculo de clases. 2. La
discusion acerca del status de las clases.
3. El intento de 2olucion de la paradoja
de 1901.

1. El Calculo de Clases que Russell
propuso en [I-B tenia: a) tres nocinnes
primitivas: “‘tal que™, “funcioén proposi-
cionzl™ y “ser elemento de" b) dos pro-
posiciones primitivas: bl. Si x pertenece
a la clase de términos que satisfacen a
una funcion proposicional ¢x, entonces
X es verdadera de ¢.

b2.¢xEx«p xDR(px) =& (@x)

Las proposiciones primitivas exhiben
una concepcion cantoriana de las clases:
Toda clase cs una coleccion de objetos
distintos que consisten de la totalidad
de términos que satisfacen a una fun-
cion proposicional y dos cleses son con-
cebidas como distintas 81 y solo si estin
constituidas por elementos distintos (si
hay al menos un elemento de una de ellas
que no es elemento de la otra).? Tal
concepcion es coherente con su creencia
de que en matematica debemos operar
con ¢l conjunto actual de términos y no
con los conceptos que eventualmente
denoten a tal conjunto.3 Por lo tanto
cabe preguntarse por |2 naturaleza de tal
conjunto,

2. Para responder a tal cuestion debe-
mos tener en cuents a la siguiente terna
de distinciones:

a) (lase-extension y clase-intension

Es posible, en general, definir una
clase por la enumeracion de sus térmi-
nos (extensionalmente) o por la enun-
ciacion de la propiedad que todos los
elementos de la clase tienen en comin
(definicion intensional). Sin embargo,
determinadas clases no pueden ser defi-
nidas extensionalmente: asy, la clase
nula y las clases infinitas requieren ser
definidas intensionalmente. Pero ;qué
es una clase? Russell comienza contes-
tando por la via negativa: no esuna co-
leccion, ni una mera totalidad, ni el re-
sultado de una adicion numérica de tér-
minos ni una funcion proposicional. El
intento de proveer notas positivas carac-
terizadoras de la nocion de la clase lo
conduce a un intrincado y no resuelto
problema conceptual.

b) Clase como una — clase como milti-
ple

Creemos que ésta es una distincién
vinculada con una dificultad ontologica
basica que le preocupo hasta 1905. Can-
tor habja definido la nocion intuitiva de
clase como una coleccion de objetos dis-
tintos de nuestra intuicion o de nuestro
pensamiento, concebidos como una to-
talidad. Si las clases, como Russell supo-
nia, son entidades que han de satisfacer
a la definicion de Cantor, deben ser
“una” (pues 8) no fuera asi, serian meras
colecciones aditivas y no auténticas to-
talidades), aunque en un sentido distin-
to del que los objetos espacio-tempora-
les son “uno ™. Pero, en tanto cstdn cons-
tituidas por distintos objetos y en tanto
asignamas las propiedades y la plurali-
dad de tales objetos, ellas deben ser con-
cebidas como “multiples™. Ast, solo po-
demos decir que una clase A pertenece
a otra clase B si la clase A es una (mien-
tras que B es moltiple); y solo podemos
decir que una clase A es una subclase de
una clase B 8i A es milltiple. Pero, ;como
podecmos explicar la posibilidad de con-
cebir a una clase como unay como mal-
tiple? Entendemos que la distincion si-
guiente esta intimamente conectada con
el intento de Russell dc contestar dicha

pregunta.

c) (lase-concepto. Concepto de una cla-
se y clase

La clase es l2 entidad matemalica en
sentido estricto cuya naturaleza Russell



estd tratando de determinar;la clase-con-
cepto, a su vez, es el predicado que de-
fine intenaionalmente a la clase; tal clase-
concepto nos permite concebir a la clase
como una, porque la clase-concepto ha-
ce explicita la propiedad comin que
unifica a todos los elementos de una cla-
se. Por ultimo, pareciera que el concepto
de una clase nos permite pensar acerca
de una clase como multiple.4 Pero ni la
clase-concepto ni el concepto de la clase
pueden identificarse con la clase misma,
porque distintas clases-conceptos pue-
den definir la misma clase y diferentes
conceptos de una clase pueden estar re-
lacionados con la misma clase. Esta pro-
liferacion de entidades vinculadas con
las cleases genera problemas que solo
han de desaparecer cuando Russell cam-
bia su teoria de la denotacion en 1905;
justamente el mérito principal que Rus-
sell mismo ha de encontrar en la nueva
teoria, ha de ser la eliminacion del pro-
blema relativo a la clase como “una™y
la clase como “maltiple™.S

Las clases son pues cierto tipo de en-
tidades, 8i no lo fueran no podrian esta-
blecerse afirmaciones acerca de ellas.6 Y
la matematica muestra claramente que
podemos hacerlo. Ellas tienen el mismo
tipo de entitatividad que los objetos del
pensamiento: tienen ser pero no existen.
Pero su ser no depende del hecho de que
pensemos en ellas porque “todo aquello
que pueda ser pensado tiene ser y su ser
es una precondicion y no un resultado
de su ser pensado”.” En verdad, Russell
encontr6 un cumulo de dificultades
cuando tratd de establecer una teoria
coherente capaz de abarcar las diferen-
cias entre entidades existentes; asi, pue-
den percibirse enfoques incompatibles al
respecto dentro de The principles: cier.
tos parrafos parecen establecer gue la
subsistencia excluye a la existencia,
mjentrag que en otros sostiene que las
entidades existentes son una subclase de
la subgistentes.8

Russell se adscribe pues en 1903 a
ua peculiar platonismo respecto a las
clages caracterizado por una no clara de-
terminacion del estatus ontologico de
las mismas, lo que se manifiesta en la
insatisfactoria y no coherente pléyade
de distinciones que se ve obligado a es-
tablecer. Creemos al respecto que Quine
ha simplificado en demasia la concep-
cion que Russell propuso en The princi-
ples. Quine ha sefialado que de acuerdo
a The principles todo término es o un
nombre propio o designa un concepto;

luego, como las clases no son conceptos
deberia de concluirse que son cosas.?
Pero ello no es asi, pues para Russell la
existencia estd restringida a las cosas y
hay un gran numero de entidades (las
clages entre ellas) que tienen ser pero no
existencia. Podemos visualizar ahora con
mas claridad una de las facetas mas im-
portantes del problema del estatus onto-
logico de’las clases de acuerdo al enfo-
que de The principles: ellas no son cosas
(porque no tienen el tipo de unidad de
lag cosas), pero tampoco son concep-
tos.10

Podemos concluir que The principles
nos presenta una oscura concepcion del
estatus ontologico de las clases: ellas
son un tipo de entidad que no satisface
a la propia clasificacion de Russell de las
mismas. Ademas no ha sido elucidado su
aparente doble caricter una-multiple. La
conclusion al respecto es sorprendente:
la clase como “una™ es una entidad, pe-
ro no hay tal cosa para una clase como
multiple; mas, entonces, tal como cree
Russell, ;como podemos hacer asercio-
nes acerca de ella? Finalmente, a pesar
de ser obvio que ellas no son entidades
existentes, no se ha establecido el tipo
de subsistencia.)! Pero a la vez no po-
demos prescindir de pensarlas como ob-
jeto, porque ‘‘sin un objeto correspon-
diente a las extensiones la matematica
se derrumbarja .12

3. En The principles hay dos versiones
conflictivas del intento russelliano para
resolver la paradoja de las clages; ambas
cstan ntimamente conectadas con la
distincion ‘‘clase como una™-“clase co-
mo multiple”.

La primera version (The principles, p.
104) asume la existencia de ciertas fun-
ciones proposicionales que determina-
rian a una clase como multiple pero
no a una clase como una: por ejemplo
x€x; en tal caso, no cabe aplicar la ejem-
plificacion existencial a la expresion
(Fy)(x)(x€y =x¢x). Sin embargo, el
problema con este enfoque es que resul-
ta arduo aceptar que una funcion deter-
mine a una clase que, pese a ello, no es
auténticamente una clase porque no es
una.

Por esta razon, en la segunda propues-
ta (The principles, apéndice B), todas
aquellas funciones que no determinan a
una clase como una no son consideradas
reaimente como funciones: por ejemplo,
x¢x. Asi, Russell sugiere una teoria
extensional de tipos sin ordenes, con el
proposito de evitar la formacion de ex-

presiones como x¢x. El esquema ge-
neral termina resultando excesivamente
complejo porque asigna tipos diferentes
a pares, ternas, etc. Ademas, permite
combinaciones que generan nuevos tipos
como, por ¢jemplo, pares de ternas. Fi-
nalmente, fuera de toda esta serie de ti-
pos agrega el tipo “proposicion™ (como
un objeto); y, los numeros constituyen
también un nuevo tipo fuera dc la serie.
Por supuesto, desde estos nuevos tipos
pueden formarse otras series de tipos. Es-
ta compleja estructura categorial evita la
paradoja de las clases, pero tiene un de-
fecto radical: permite la emergencia de
nuevas contradicciones.

Creemos oportuno redondear nuestra
presentacion de la concepcion de Russell
de las clases entre 1901 y 1903 sinteti-
zando las tesis de Russell acerca de los
aspectos que cCreemos Intimamente
vinculados con su teorfa de las clases:
a) concepcion de la 1ogica y de la mate-
matica; b) el estatus de las definiciones
y de los principios de una teoria (aspec-
to sistematico); ¢) el rol del andlisis (as-
pecto metodologico); d) criterio subya-
cente de admision de entidades (aspecto
ontologico). Su teoria de las clases pue-
de ser visnalizada como corolario de a)
- d).

a) La matematica es dividida en pura
y aplicada. Aquélla es la clase de todas
las sentencias de la forma “p implica g™,
en lag que “p”y “q™ contienen las mis
mas vaniables pero no contienen cons-
tantes no logicas.13 El matematico puro
opera con entidades hipotéticas reduci-
bles a clases; Jas clases son, en verdad,
aquellas entidades que debemos admitir
para permitimos la fundamentacion de
la matematica clasica, siendo completa-
mente irrelevante que las propiedades
definitorias de tales entidades pertenez-
can o no &l mundo real. La logica simbo-
lica se ocupa de la inferencia en general:
por ende, su Gnica diferencia con las dis-
Lintas ramas de la matematica pura es de
generalidad. De acuerdo a sus primiti-
vos, la logica esta compuesta por los
calculos proposicional, funcional, de cls-
ses y de relaciones. Por lo tanto la rela-
cion entre logica y matematica es mili-
ple: desde un punto de vista lingiiistico,
la matematica es logica simbolica; las
formulas matematicas son formulas 16-
gicas: si aceptamos el simbolismo logico
podemos introducir los simbolos mate-
maticos. Desde un punto de vista epis-
temoldogico, como lag premisas matemas-
ticas utilizan constantes logicas, ‘“‘esto
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nos da la formulacion precisa de lo que
los filésofos han significado al afirmar
que la matematica es a priori*'.19 Desde
un punto de vista ontologico. el mismo
supuesto basico subvace a la logica y a
la matematica: “si un término significa
algo significado por él™. Luego, los tér-
minos de clase han de tener un correlato
extralingifistico. y si todos los términos
lo tiernen se concluye que Russell asume
un universo ontoldgico con una notable
proliferacion de entidades, entre las cua-
les las logico-matematicas subsisten pero
no existen. Ademas, como en el sistema
de The principles los indelinibles son o
constantes 10gicas o variables, entonces
toda entidad obtenida por definicion a
partir de los indefinibles es también de
naturaleza légica. Debe pues quedar cla-
ro que, en 1903, logica y matematica
son acerca de algo con independiente
entitatividad; en verdad, ya en 1902
Russell habia concebido a la logicacomo
una investigaciébn acerca de la esencia
inmutable de las cosas actuales y posi-
bles; coherente con ello, en tanto las
gentencias de la 1dgica son acerca de algo
y son a priori, debe concluirse que las
mismas son sintéticas a priori.1S En con-
secuencia, resulta plausible la tesis russe-
fliana de 1903 sefalando que es dificil
establecer una clara distincion entre 16-
gica y matematica pura. Russell, al mos-
trar que la noci6n cantoriana de clase o
conjunto puede ser identificada ¢on la
nocion logica de clage, nos ha senalado
donde se encuentra la via de paso desde
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la logica a la matematica. Ademas, es el
modo en que tal nocion es introducida
lo que revela su naturaleza logica, mien-
tras que es la edificacion de la matema-
tica a partir de la teoria de las clases lo
que exhibe el cardcter 16gico de aquélla.

b) Como las definiciones han de per-
mitir introducir nuevas entidades acep-
tables en la teoria, tales definiciones no
son meramente estipulativas pues indi-
can las propiedades que las entidades
introducidas definicionalmente tienen;
a través de ellas se provee de nombre a
algo cuyo ser ya ha sido asumido previa-
mente. A su vez los principios son aque-
llas proposiciones sinteticas a priort ver-
daderas que se adoptan como premisas
mayores del sistema, en tanto a partir de
ellas puede deducirse el corpus de la 16-
gica y de la matematica pura. Es decir,
su verdad es independiente de la expe-
rencia y su adopcion depende de esu
fructicidad deductiva.

¢) Los indefinibles de una teoria son
aquellas entidades a las que se llega me-
diante el anilisis 0, de otro modo, son el
residuo final de la aplicacion de tal meé-
todo. Deede dichas entidades se introdu-
cen definicionalmente las restantes enti-
dades admitidas en la teorya. Las clases,
i bien no eran indefinibles habian de
eer admitidas pues eran introducidas a
partir de aquéllas por definicion.

d) Por todo lo expresado creemos
que la teoria de clases satisface, en 1903,
a un criterio de admision de entidades
que creemos funciondé implicitamente
en The principles, y que puede ser for-
mulado como sigue: 1. Deben ser admi-
tidag como entidades de una teoria aqué-
lles que los indefinibles de una teoria
denotan. 2. También han de ser conside-
radas como entidades de una teoria
aquéllas que son introducidaa por defini-
cion a partir de los indefinibles. 3. Sélo
han de ser entidades de una teoria aqué-
llas que hacen posible la denvacion de
los distintos capitulos de la matematica.
4. Han de ser eliminadas aquellas enti-
dades que conducen a contradiccion.

Se concluye pues que la teoria de las
clases de 1903 requeria ser modificada.
En tal sentido parecia ser necesario efec-
tuar variag transformaciones sustanciales
que efectivamente habrian luego de pro-
ducirse: a) cambio en la concepcion del
lenguaje que agignaba significado y refe-
rente independiente a todas las expresio-
nes por separado; b) restriccion del cri-
terio de admision de entidades, que ha-
bia resultado excesivamente permisivo

c) coherentemente, ha de requerirse un
nuevo concepto de clase totalmente dis-
tinto al ya considerado.!é No solo ha de
modificarse el concepto de clase sino
también el lugar que él ocupa en la teo-
ria; en 1903 las clases eran consideradas
como entidades fundamentales de una
teoria fundacional de la matemauca;!?
pecro, como veremos, las intensiones ocu-
paran luego el lugar de privilegio. d) qui-
2ds el giro filosofico que ha de acaecer
congistird en la inversion de la relacion
entre metafisica y logica. En The princi-
ples, la metafigica determina la logica a
adoptar. Russell establecid en tal obra
primero los constituyentes ontologicos
y luego adapto las tesis logicas a tales
supuestos ontologicos. Desde 1903 ha
de desarrollarse un proceso que culmina-
rd con la inversion de prioridades, de
modo que la metafigica dejara de fun-
cionar como explanans de las propuestas
logicas.

1904-1907: hacia una teoria de las cla-
seg sin clases .

Russell trato de encontrar, sin éxito, en-
tre 1903 y 1904 la solucion de las para-
dojas; también se ocupd del analisis de
cuestiones vinculadas a la teoria del sig-
nificado y la denotacion pero adscrito
aun a una postura realista andloga a la
sustentada en The principles. Los pasos
sucesivos que lo condujeron a la solu-
cion de los problemas relacionados con
lag paradojas y con la concepcion de las
clages puede esquematizarse como sigue:

En 1904 Russell concluyo que, dada
una cierta funcién proposicional ¢, to-
das las dificultades que conducen a las
paradojas emergen s86lo cuando se consi-
deran todos los valorea de ¢; ello era asi
porque en tal caso producrase un cierto
tipo de circulo vicioso. También sugiri6
al respecto que era necesario pensar que
no toda funcion proposicional debe con-
siderarse como determinando una clase.
Asi, llamé “impredicativas” a aquellas
funciones proposicionales que no deter-
minan una clage. En regsumen: era nece-
sario evitar la emergencja de circulos vi-
ciosos y la formacion de funciones im-
predicativas. Ambos proyectos se de-
garrollaran independientemente hasta
1907, cvando han de ser abarcados con-
juntamente en una teoria unica.

Al comienzo de 1905 Russell descu-
brié que lag funciones impredicativas
s8dlo aparecian cuando la misma variable
acaece en posiciones de un tipo diferen-



te. como en x &x; por ende, habia que
reglamentar la eliminacion sistematica
de tal tipo de expresiones. Sin embargo,
exishian aon problemas para implemen-
tar técnicamente esta idea. Ademas, ya
en 1905 él tenta claro que los problemas
mayores de la teoria de las clases sur-
gan cuando las concebimoscomo “una”
entidad.18 En “On some difficulties in
the theorv of transfinite wambers and
order tvpes™ (1905), son tratadas aiste-
mdticamente las conclusiones antes ci-
tadas. En dicho trabsjo Russell preten-
di6 resolver el problema de 1ag paradojas
restringiendo la formacion de clases des-
de funciones proposicionales, o median-
te la eliminacion de las clases. Para llevar
a cabo la primera linea de pensamiento
restringié el “axioma de comprehension”
de modo tal que e evitaba la formacién
de funciones proposicionales no defini.
doras de una clase, sin necesidad de
apelar a la teona de tipos. Representd,
aunque 86lo esquematicamente, dos ver-
giones diferentes conducentes a obtener
tal regtriccion: la teoria zig-zag y la teo-
ria de limitacion del tamafio. La teoria
2ig-zag prohibe todas las funciones pro-
posicionales que no satisfacen ciertos
requisitos de amplicidad de forma.19 La
teoria de limitacion del Lamaito formula
la restriccion no en términos de forma
de las funciones proposicionales gino de
la limitacion del tsmaiio del conjunto
definido; toda supuesta clage que tieae o
va mas alld de un cierto tamafio limite
no es una clase en absoluto; esta version
es adoptada por Ph. Jourdain y es ade-
mds una anticipacion de la teoria de
Zermelo de 1908. En verdad, tanto la
teoria zig-zag como la teoria de limita-
cion del tamafio procoraron evitar la
formacion de la clage universal (que con-
duce a la antinomia cuando se aplica a
ella el teorema de Cantor y la definicion
de clage universal), y ambag tienen éxito
con ello. La otra via pera resolver el pro-
blema era, como dijimos, la eliminacion
de las clases. Pero la version de 1905 al
respecto es distinta a otras posteriores,
pues en el trabajo que congideramos las
clages son también eliminadas notacio-
nalmente; sin embargo, la principal ra-
zon por la cual la version de 1905 fue
abandonada radicaba en que la teoria
resultaba excegivamente compleja. Pero
1905 résultd un afio clave en el desarro-
Uo de la teoria russelliana de las clases;
hacia fines de la primavera de dicho afio
Russell ya habia descubierto la teoria de
las descripciones; “the”, que era una ex-

presion primitva en The principles, deja
de serlo y consecuentemente la expre-
gsion “the class of. . .” (la clage de. . .)
deja de ser mgnificativa independiente-
mente de todo contexto, con lo que ya
no tiene necesanamente que referir a
entidad alguna. Por lo tanto uno de los
supuestos ontologicos basicos de The
principles ha eido abandonado: ya no
es cierto que todas las palabras o expre-
giones de una sentencia eon indepen-
dientemente aignificativas y que hay
giempre una entidad referida por ellas.
En “On the substitutional theory of
classes and relations’ (mayo de 1906),
Russel! aplico por primera vez su nueva
teoria de la denotacitn a la teoria de
las clases y entonces todo funciond sa-
tigfactoriamente. Asi, él manifesto: “la
teoria que yo quiero defender es que
clages, relaciones, nimeros y en verdad
cagi todas las coeas son ‘faleas abstrac-
ciones’ en el migmo sentido en que ‘el
actual rey de Francia’ es una falsa ahe-
traccion”20 Un término de clases no
tiene @gnificado alguno por separado,
para ciertas sentencias en las cuales tales
térnninos de clage aparecen y tienen real-
mente agnificado. El lenguaje que habla
supuestamente acerca de clases es con-
siderado como una mera abreviatura
y es giempre traducible a otro lenguaje
en que no ee usan tales términos. Bocher,
en 1904, ya habia concebido a las clases
de tal modo y Russell habsa tenido noti-
cias de ello, pero él habia decidido en-
tonces no hacer uso de tal enfoque por-
que aun no habia encontrado el modo
de sistematizar la aritmética sin utilizer
clages; precisamente, Russell supuso en
1906 que su teoria sustitucional le per-
mitia lograr ello. Creemos que en esta
teoria ya se encuentra explicito el giro
radical de la teoria de las clasea de Rus
sell con respecto a The principles; es
por ello que nos ocuparemos brevemen-
te del concepto de clase tal como esin-
troducido en ella: una clase es concebi-
da como una matriz que funciona como
un operador. Ast “p/a” es un simbolo
de la frase “el resultado es sustituir 2 en

9,

p”; es pues un operador como V? o
d/dx y, por lo tanto, no designa por st
mismo entidad alguna. Los contextos en
los cuales tales simbolos ocurren signifi-
cativamente son de la forma “p/ah”,
que esignifica “el resultado de sustituir b
por a en p”, de modo analogo a como
d/dx ocurre significativamente en d/dx
f(x). Para indicar el resvltado de la apli-
cacion del operador escribimos “p/aib/q”

que significa “el resultado de sustituir b

por 2 en la proposicion p es la proposi-

cion q”', de modo analogo al que en ané-

lisis escribimos “d/dx f(x) = g(x)”". Debe

observarse que en lugar de clase de to-

dos los nimeros naturales podemos te-

ner matrices de la forma “a es un nime-

ro natural/a”. Por tal razén, podemos

considerar a “p/a’ como un simbolo de

clase. Si escribimos “n es primo par/n™

esta expresion representa la clase unita-

ria de 2, por lo tanto podemos afirmar

que ‘“‘p/a” representa la clase de los x ta-

les que “p/aix” es verdadera; de otro

modo: “x es un elemento de la clase

p/a” significa “‘el resultado de remplazar

x por a en p es verdadera”. Las relacio-

nes son introducidas de modo anilogo

mediante lag expresiones;

p/(asb), p/(a;bic), etc. Eata teoria de cla-

ges es ni extensional ni intensional en

tanto no hay ni clases ni funciones. Ade-

mas, en ella no puede obtenerse la pars- -
doja de Russell porque “x es un x™ es

no sgnificativa; de modo analogo ee evi-

tan las antinomias del méximo cardinal

y ordinal.2! Pero esta teoria continua

asumiendo fuertes supuestos ontolagi-

cos, porque en ella las proposiciones son

consideradas como entidades; pese a ello,

Russell opinaba que la teoria sustitucio-

nal tenia una gran ventaja sobre Las pre-

cedentes: permitia evitar el viejo proble-

ma de la clase como “una™ y como

“multiple”; en tal sentido la teoria sus-

titucional era fiel a la maxima clasica:

todo lo que es, es uno. Sin embargo,

Whitehead en su correspondencia con

Russell durante 1906 advirtid a éste

que la teoria sustitucional era impracti-

cable. Por esta razdn, Russell busc6 una
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nueva presentacion tedrica operativa-
mente manejable que pudiera lograr los
miemos objetivos que la teoria sustitu-
cional.

En septiembre de 1906 Russell res-
pondié a objeciones de Poincaré sobre el
origen de lag paradojas; estuvo de acuer-
do con éste acerca de eu origen: éstas
eran generadas por la presencia de cierto
tipo de circularidad, pero a la vez se
opuso a la idea de Poincaré que sefialaba
al infinito actual como responsable ulti-
mo de las antinomias. Es en esta época
que Russell adopta explicitamente por
vez primera el ‘“‘principio del circulo
vicioso™; es de recalcar al respecto que
Poincaré nunca fue capaz de sugerir
cudles eran los medios adecuados para
evitar las paradojas.

Hacia fines de 1906 ya Russell habia
bosquejado su teoriaramificada de tipos,
a la cual visualizaba como herramienta
indispensable para resolver también las
posteriormente llamadas paradojas se-
manticas. Pero en el mismo afo Russell
percatose de lag dificultades que se onri-
ginaban si ge intentaba reunir la teorfa
de las no-clases (no-class theory) con la
teoria ramificada de tipos; asi por ejem-
plo, no ee podian introducir los nume-
ros reales. Para resolver ego percibio que
era necesario introducir el axioma de re-
ducibilidad. Si ademds recordamos que
en marzo de 1906 Russell habja consi-
derado la posibilidad de adoptar una
version del axioma de infinitud, enton-
ces podremos concluir que a comienzos
de 1907 ya disponia de todas las piezas
que era necesario reunir en un todo co-
herente: el resultado de ello aparece sis-
tematicamente rigorizado en principio.

Todo el desarrollo previamente es
quematizado nos muestra que a comien-
zog de 1907 el criterio permisivo de ad-
migién de entidades ha sido remplazado
por uno mis restrictivo: la nota Z. ha
gido abandonada porque todo simbolo o
expregion que puede ser definido en tér-
minoe de los primitivos no necesaria-
mente refiere a un objeto sea cual fuere
su tipo de entitatividad.

1908-1910: La teoria de no-clases de
Principia mathematica

No hay diferencias importantes entre las
propuestas de Russell en Mathematical
logic as based in the theory of types,
(1908) y su posterior amplificacion y
rigorizacion en Principis mathematica
(1910). Es por ello que hemos de siste-
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matizar comjuntamente los aspectos cen-
trales de ambas obrag para comprender
la concepcion de Russell acerca del esta-
tus ontologico de las clases que desarro-
W6 en Principia. Hemos de considerar
brevemente como acapites previos a su
teoria de clases a:

A) Principio del circulo vicioso

Russell pensaba desde 1906 que la
totalidad de lag paradojas seria evitada
si se descubria y eliminaba de los razo-
namientos cierta clase de errores gene-
rados por una incorrecta formacion de
conceptos o definiciones viciosamente
circulares, tal como Poincaré habia se-
falado. Russell lamd a éstas, “‘definicio-
nes impredicativas™. Luego el principio
del circulo vicioso era propuesto para
distinguir y permitir erradicar los con-
ceptos impredicativamente generados y
que referirian a totalidades que seria
necesario evitar.2?2 Como todas las para-
dojas presuponen totalidades ilegitimas
y todas son reducibles a aquéllas en tér-
minos de funciones proposicionales y

proposiciones, entonces es necesario
prevenir la emergencia de circulos vicio-
sos causados por la admigion de funcio-
nes con argumentos que presuponen la
misma funcion. Si eso se hace, se respe-
tard la vigencia del principio del circulo
vicioso. El intento de evitar la emergen-
cia de tales funciones conduce a la teo-
ria de tipos.

B) Teoria de tipos

Esta es la teoria que indica como
construir las totalidades legitimas. El
presupuesto filosdfico que subyace a
ella es que el universo de la teoria estd
compuesto por individuos, atributos y

relaciones entre ellos; si se asume, ade-
mds, que atributos y relaciones pueden
ser predicados de atmibutos y relaciones,
se obtiene asi una jerarquia abierta dein-
dividuos, atributos y relaciones entre
individuos, atributos y relaciones en-
tre atributos y relaciones entre indivi-
duos y asi sucesivamente. Como resul-
tado de predicar adecuadamente atribu-
tos o cstablecer relaciones se obtienen
proposiciones. La estratificacion en ti-
pos y ordenes es primariamente efectua-
da en términos de matrices, funciones
proposicionales y proposiciones.?3 Pero,
aquélla es también traducible en térmi-
nos de individuos. clases, clages de clases,
etc., luego de la introduccion del simbo-
lo de clases. Sin embargo, en 1908 y
1910 las funciones proposicionales te-
nian precedencia sobre las clases, no
86lo desde el punto de vista definicional
gino también desde la jerarquia de tipos.
Mientras que la teoria de tipos de The
principles era una estratificacion de cla-
ses reales, las nuevas versiones de 1908
y 1910 no son de naturaleza extensional
aunque fueron concebidas como estrati-
ficaciones a nivel ontologico.24 Ha de
remarcarse ademas que estas nuevas ver-
siones de teoria de tipos tienen connota-
ciones constructivistas: solo son admiti-
das aquellas expresiones que se obtienen
a través de un proceso de construccion a
partir de una totalidad dada de indivi-
duos mediante el uso de especificaciones
predicativas,25 Rusgell encontraba en
eata version de su teoria de tipos tres
ventajas con respecto a la de 1903: no
aparecta como ad-hoe, porque lag res-
tricciones e fundaban en una teoria
sistematica que permitia resolver las di-
ficultades y obtener nuevas consecuen-
ciag; ademas, no sdlo resolvia la parado-
ja de Russell y las antinomias de la teo-
ria de Cantor, sino también las parado-
jas semanticas; finalmente, parecian no
ser obtenibles nuevas contradicciones en
la teoria. Pero la teoria resultante no era
conservativa. Por ejemplo, no permitia
la aplicacion del principio de induccion
matematica. Si decimos, como Russell
en 1908, “un nimero finito es uno que
posee todas las propiedades que O y. . .
tienen”’, entonces en la teoria ramifica-
da de Hpos estamos obligados a restrin-
gir tal expresion a todas las propiedades
que pertenecen a un cierto orden. En
geueral, no podriamos hablar de la tota-
lidad de propiedades. Como coneecuen-
cia, la nocion de identidad no podria
definirse adecuadamente e importantes



teoremas de la teoria del nimero real se
perderian. Russell percibio que para re-
golver las dificultades planteadas se ne-
cesitaban recursos que permitieran redu-
cir el orden de una funcion proposicional
sin afectar Ja verdad de sus valores. Y
también concluyé que eso era obtenible
en dos modos: mediante la adopcion del
axioma de reducibilidad o mediante la
suposicion de que las clases son entida-
des reales.

C) Axioma de reducibilidad

Este axioma,( (3 f):¢x.=. (['x), afir-
ma que para toda funcién proposicional
cualquiera sea su orden existe siempre
una funcién corregspondiente de pri-
mer orden (predicativa) que es extensio-
nalmeante equivalente a la dada. El per-
mite que todas las funciones proposicio-
nales de primer orden abarquen los re-
sultados que de otro modo requeririan
hacer referencia a la totalidad de propie-
dades (cualquiers sea su tipo). Es intere.
sante observar que si se asumiera la exis-
tencia de clases reales el axioma de redu-
cibilidad regultaria supemumerario. En
efecto: si hay clases, entonces dada una
funciéon proposicional ¢ de cualquier
orden hay siempre una clase constituida
por los objetos que satisfacen a ¢. Pero
entonces, toda expresion de la forma
¢ x pucde ser considerada equivalente a
“xEa’'y tal expresion no tiene variables
aparentes; luego, es predicativa y toda
sentencia en la cual es usada dicha ex-
presion es de primer orden. Es por esta
razon que Russell 1lamé también “axio-
ma de las clases™ al axioma de reducibi-
lidad. Pero si asumiésemos clases reales
y pretendiésemos que no surgieran lag
paradojas necesitariamos concebir a
las clases como diferentes de los indivi-
duos, para evitar ast que x pudiera ser
gustituida por & en x€a. Sin embargo,
en tal caso reaparecerian todos los pro-
blemag conceptuales de The principles.
Es por ello que Russell opto por laadop-
cion del axioma de reducibilidad e intro-
dujo, a través de una sutil definicion
contextual, el simbolo de clase elabo-
rando luego una teoria de las clases que
no las asume como reales. Pero no desa-
parecerian agi completamente los pro-
blemas vinculados con la adopcion de
supuestos de existencia, pues el axioma
de reducibilidad postula la existencia de
ciertas funciones proposicionales; es evi-
dente que tal supuesto desafia el progra-
ma logicista de Russell en tanto la logica
no puede hacer aserciones acerca de la
existencia o no de entidades. Algo simi-

lar acaeci6 con otros axiomas de Princi-
pia, tales como el axioma de infinitud y
el axioma multiplicativo, pero en verdad
ninguno de ellos ha sido objeto de crits-
ca tan vasta como el axioma que nos
ocupa. Es ampliamente aceptado que se-
ria necesanio eliminar tal axioma porque
aparece como un principio existencial
gintético fundamentando a la matemati-
ca (contra logicismo y formalismo), y
como an postulado no-<onstructivo
(contra conceptualismo o intuicionis-

mo). Chwisteck, Ramsey, Carnap y Qui-
ne han mostrado que el axioma de redu-
cibilidad puede ser eliminado, pero a un
precio que Russell no hubiera aceptado
en 1910. Asi por ejemplo, Ramsey y
Camnap han permitido explicitamente la
introduccion de conceptos impredicati-
vas (aunque no circulares) y han agumi-
do desde el “vamos” una teoria simple
de tipos. Lo importante es que para la
version de la teoria de clages de 1908-
1910 imbricada en un sistema que pre-
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tendia resolver todos los tipos de para-
doja y fundamentar a la matematica, el
axioma de reducibilidad resultaba im-
prescindible.26

Ahora podemos centrarmos en la teo-
ria de clases.

Los simbolos de clase son concebidos
como stmbolos incompletos. Para mos-
trar que (¢x) es un simbolo incomple-
to se requiere, al menos, que gea intro-
ducido contextualmente; ademas tiene
que ser introducido desde simbolos ya
aceptados (en este caso, desde simbolos
de la teoria funcional de tipos).

Por lo tanto la definicion ha de ser de
la forma:

f[x(#x)] = F(o,f), en la cual F es una
cierta funcién de ¢ y (.

Ademis, F(¢, f) tene que estar inti-
mamente vinculada con f[¢(%)], porque
a) %(¢x) es la clase determinada por
¢ b) si decimos que %(¢ x) tiene {, pare-
ce plausible afirmar que ¢ x tiene f. Sin
embargo, no podemos congiderar a
F(¢,f) idéntica a f[¢(R)]; es decir, no
podemos definir contextualmente a las
clases como sigue: f[R(px)] = f[¢(%)).
Si se las deftniese de tal modo, dicha de-
finicion violaria una de lag condiciones
de adecuacion que segun Russell toda
definicién de un simbolo de clase debe
gatisfacer; a saber: todo lo que puede
afirmarge acerca de unz funcion (¢, en
nuestro caso) también debe poder afir-
marge acerca de la clase definida por esa
funcion. Pero Russell mismo ha mostra-
do gque esto no acaecena en todos los
casos &i se adoptase la definicion de cla-
se arriba citada. En efecto: la expresion
“f{¢(2)]"" es obviamente una funcidn §
de la funcion ¢%. Hay dos tipos de fun-
cion de una funcion ¢ &: extensional e in-
tencional. Por una parte, unagentencia de
la forma f[¢(&)], es una funcion exten-
gional { de la funcién ¢%, & su valor de
verdad permanece inalterado a través de
la sustitucion de ¢ por cualquier fun-
cion formalmente equivalente a ¢x. Por
lo tanto, la verdad o falsedad de una
funcion f de una funcién ¢x depende de
la extension de so argumento ¢% (por
definicion de extension de una funcion).
Luego, si la funcion f de ¢k es extensio-
nal, entonces {[¢(%)] puede ser conside-
rada como afirmando f de la clase deter-
minada por ¢x. En este caso seria correc-
to proponer que f[£(¢x)] = f[¢(%)]). Por
otra parte, una funcion f de una funcion
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$x es intensional & no esuna funcion ex-
tengional de ¢R. Sea ¢x, X es un autor
de Waverley, y sea {%, George IV cree
que Scott es %. Luego, f[¢(%)] es, Geor-
ge IV cree que Scott es un autor de Wa-
verley. Si remplazamos, “% es un autor
de Waverley, por una expresion formal-
mente equivalente a ella, entonces
f(¢(x)] no tiene necesadamente el mis-
mo valor de verdad. Por lo tanto, en este

casgo, la verdad o falsedad de f[¢x] no de-

pende de la extension de ¢, y no puede
ger considerada como afirmando f de la
clage determinada por ¢ %. En consecuen-
cia, “f(¢%)” no puede ser usado como
definiens de “f(R(¢%)].

Necesitamos pues la funcion exten-
sional de ¢R que esté conectads con
f[¢(x)] como definiens de f{R(¢x)]. Rus-
gell intento resolver el problema median-
te la introduccion de la lamada funcién
derivada de la funcién £. Ella puede defi-
nirge como gigue: por funcion derivada
f* de la funcion f[¢(%)] entendemos la
expresion “hay una funcién predicativa
px formalmente equivalente a ¢2 gue
satisface f'. La {uncion derivada (' es
una {uncion extensional de ¢%. Ademais,
si f(¢(%) ] esextensional entonces f {¢(R)]
es también extensional y formalmente
equivalente a aquélla. Por lo tanto, f’
puede considerarse como una asercion
acerca de la extension de ¢%. (1) Si
f[$(R)] es intensional, entonces {’, en
nuestro ejemplo, podria expresarse co-
mo eigue: “hay una funcion formalmen-
te equivalente a ‘x es un autor de Waver-
ley® tal que George IV cree que Scott la
satigface””. Esta asercion es verdadera por-
que es verdad que siempre hay una fun-
cion formalmente equivalente a “x s un
autor de Waverley (‘x esidéntico a Scott?)
y, por eupuesto, George IV cree que
Scott la satisface”. Luego, {' ha de ser
también verdadera si sustituimos a ‘x
es wn autor de Waverley ” por cualquier
funcion formalmente equivalente a ella;
por ejemplo “x es un autor de Ivanhoe”’.
En consecuencia, {' es aatisfecha por to-
das las funciones formalmente equiva-
lentes a 1a funcion ¢. Por ello, ' puede
ser considerada como la extension de la
funcién ¢ que tiene £.(2)

De(1)y(2) puede escribirse como defi-
nicion contextual del stmbolo de clase
%(¢x) a la expresion:

([x(x)]1=( T ) (p!x=¢x.1¢). Df.

20.01 de Principia. Eg decir: afirmar una
proposicion que establece que la clase
determinada por la funcion ¢x tiene la
propiedad f es afirmar que hay funcio-
nes predicativas Y% formalmente equiva-
lentes a ¢ que tienen f. Esta definicion
muestra que las clases como simbolos
incompletos adquieren significado a tra-
vés de intensiones. Ademas, Russell mos-
tro que esta definicién satisface los cin-
co requisitos por €l estipulados que un
simbolo ha de llenar para servir como
simbolo de clase sin violar el principio
del citculo vicioso.27 Aplicando la defi-
nicion puede probarse ( J @!) (X(¢%) =
@!x). Sin embargo, x(¢%) no puede
identificarse con ¢% porque: a) ello
significaria identificar clases con un cier-
to tipo de funciones proposicionales y
Russell no lo aceptaria porque una cla-
se puede ser definida a partir de cual-

quiera de las funciones proposicionales
formalmente equivalentes a la dada, pe-
ro no puede ser identificada con ningu-
na de ellas en particular mas que con
cualquiera de las otras a las que es for-
malmente equivalente; b) ello involucra-
ria que x(¢x) no cs un simbolo incom-
pleto y por ende tendria un significado
independiente de todo contexto en a-
bierta oposicion a lo que Russell sostie-
ne en Principia (1910). En sintesis, una
clage no puede ser identificada con fun-
cion proposicional alguna.28

Por otra parte, a partir de la defini-
cion contextual de clase (20.01) y asu-
miendo:

x€plz=p!x Df. 20.02
y x=y=(&)(p'x=ply)  Di.13.01
puede probarse

—.Px Sx Ox S 4(pn) =4($7) 20.05

Que es la propiedad fundamental de
las clases en tanto establece que dos fun-
ciones proposicionales determinan la
miama clase si y sdlo gi son lormalmente
equivalentes. Luego, puede obtenerse,

—.a=f.=:xea=.xeff (20.43) que
estipula la condicién de identidad de
clages.

Ademas puede garantizarse que todas
las clases pueden ser obtenidas desde
funciones predicativas. Simbélicamente.

—( T ¢): 2(pz) = 2(¢!2) 20.151



Si se define cuantificacion sobre cla-
8€8 cOmo sigue:

(@) . f(a) = (o) f[2(¢2)]
“de)f(a)=(3 ¢)f[2(¢2)]) Df. 20.08

entonces, podemos formular enanciados
acerca de clases, clases de clases, y asl
sucesivamente; intimamente vinculado a
ello, Ruesell prob6 un numero de propie-
dades tales como —:a=f=:g'aDg8!B
(20.71), que aparecen como formal-
mente andlogas a las propiedades del
parégrafo 13 (Principia) acerca de indi-
viduos. Por esta razon, expresiones tales
como 2(9z) 8i bien no tenen un signifi.
cado independiente. poseen analogas
propiedades a las de los simbolos con
significado independiente como simbo-
los de individuo. Este hecho nos explica
por qué estamos inclinados a cosificar
lag clases o a concebirlas como si fueran
individuos a pesar de carecer de entitati-
vidad; en verdad, las expresiones en que
aparecen simbolos de clase son mera-
mepte modos alternativos de hablar
acerca de atributos.

;Por qué introducimos el simbolo
de clages?

En primer lugar, porque es operat-
vamente mas simple trabajar con clases
que con funciones proposicionales; lue-
go de introducir el simbolo de clases
podemos operar como lo hace el mate-
matico; es decir, dejando de lado ls
notacién funcionsl y operando exclum-
vamente con la notacion de clase, Ade-
mds, porque él nos permite transformar
en expresiones de primer orden propo-
siciones que refieren a una totalidad de
funciones sin requerir de la enunciacion
explicita de ellag ni de sus drdenes. Fi-
nalmente, porque existe para la nota.
cién de clases un criterio no-opaco de
identidad, cosa que no sucede con los
atributos.

Nos corresponde proponer laa siguien-
tes conclusiones acerca de la concepcion
de las clases en Principia a modo de pa-
ralelo de las ya establecidag para tal con-
cepcion en The principles:

a) Los simbolos de clases nos prove-
en de una notacidon que nos permite
operar en matematicas sin necesidad de
adoptar supuestos de existencia acerca
de ellas. Russell ha sefialado que la teo-
ria de las no<lases también nos permite
abstenernos de toda afirmacion acerca
de la no existencia de las clases. La con-
cepcion de lag clases es una forma de
agnosticismo.

Df. 20.07

" l/
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b) En relacion a la 16gics y la mate-
mitica Russell continda manteniendo
que ellas estin constituidas por proposi-
ciones sintéticas a priori acerca de enti-
dades que tienen ser (universales), pero
tales entidades no son clases. Es decir,
que c] abandono de las clases como enti-
dades no involucré el abandono de los
univergales como subsistentes ni negar
el cardcter sintético a priori de las pro-
posiciones logico-matematicas. 29
Pero ahora la nueva teoria delascla.
ges ha sido imbricada en una concepcion
de la 16gica que ha variado desde The
principles. Logica y matematica se justi-
fican inductivamente. Russell ya habia
afirmado en 1907 que los teoremas de
un gistema proporcionan una justifica-
cion para 8us axiomas y NO COWVersa-
mente. Es decir, en Principia la matema-
tica justifica a la 16gica; a partir de nues-
tras proposiciones matemadticas somos
conducidos (por induccién y abstrac-
cién) a un conjunto de premisas ldgicas
desde las cuales podemos deducir, por
ejemplo, la teoria cantoriana de los
transfinitos. Coherentemente con ello,
los axiomas de la logica son menos ob-
vios que sus consecuencias matematicas
aunque 8u evidencia es en ambos casos
a priori.3! Si ea asi, no podemos garan-
tizar que somos infalibles al adoptarlos
como princjpios; es decir, las premisas
logicas han perdido su caracter de pre-
misag ineludibles y han devenido “el
hasta un determinado momento mini-
mum irteducible de supuestos desde los
cuales puede ser deducida la matematica
ordinaria". En general, pues, los princi-
pios de un gistema se han reducido a me-
ros postulados. La teoria de la defini-
cion también se ha modificado; a través
de las definiciones se introduce un nue-

vo simbolo para indicar que, por separe-
do o en combinacioén con otros sfmbo-
los, e8 equisignificativo con otra combi-
nacion de simbolos cuyo significado ya
es conacido; luego las definiciones no
son v verdaderas nj falsas ni presuponen
la existencia de objeto alguno que fun-
cione como correlato de los simbolos
que se introducen a través de las defini-
ciones. Si, por ejemplo, el simbolo de
clases es introducido definicionalmente,
ello significa que es tebricamente pres-
cindible.

c¢) El método de andlizis es también
en 1910 el método para arribar a los in-
definibles; pero ahora, en vista del nue.
vo estatus de los principios del sistema,
la ontologia compuesta por las entida-
des denotadas por los indefinibles tiene
un caracter provisional pues no pode-
mos ser conclugivos sobre la no-existen-
cia de ideas basicas mas simples. Tal
ontologia se justifica también inductiva-
mente: ella es la que permite justificer
la derivacion de la matematica. En este
sentido, Principia puede ser entendida
como una rnigurosa justificacion de la
tesis de que las clages no pertenecen a
tal ontologia.

El criterio de admision de entidades
también ha cambiado radicalmente.
Ahora no es suficiente que una entidad
no conduzca a contradicciones pare
aceptarla en la ontologia de la teoria.
Tal requisito penmisivo ha sido rempla-
zado por uno nuevo: las entidades acep-
tades eb una teoria son aquéllas de las
cuales no puede prescindirse para cons-
truir la teoria. Ello supone que el requi-
gto 2 que funcionaba en 1903 y fae
abandonado en 1906 continia no tenien-
do vigencia, Pero no hay duda que la
nueva teoria de las clagses conduce a la
cuestion acerca del estatus de las funcio-
nes proposicionales. Russell en Principia
parece oscilar entre concebirlas como
entidades meramente lingaisticas o como
atributos. La elucidacion de esta cues-
£6n va mas alla de los alcances de nues-
tro trabajo, pero creemos que constitu-
ye uno de los més importantes proble-
mas de la concepcion de Russell acerca
de la ontologia de la matematica.

Conclusiones

Parece plausible establecer que desde
1903 hasta 1910 tuvo lugar un proceso
de desplatonizacion acerca de las clases.
Este proceso fue acompadado por algu-
nag trangformaciones fundamentales,
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como el cambio en la concepcion de la
relacion entre lenguaje, contenido signi-
ficativo y referente extralinguistico (la
teoria de las descripciones constituye el
nicleo de tal cambio), las modificacio-
nes en el criterio de admision de entida-
des, las alteraciones en la teoria de la
definicion, el nuevo rol asignado a los
principios de una teoria, el nuevo modo
de entender la relacion entre logica y
metafisica, y el pago de un optimismo
metafigico a un agnosticismo con res-
pecto a las clases. En toda esta evolu-
¢idon Ruseell nunca negd le utilidad de
las clases como recursos técnicos. Este
deearrollo, a su vez, no debe confun-
dirse con las alteraciones de su teoria
de los universales; en verdad, Russell
nunca abandond su creencia en la exis-
tencia de universales pero, como vimos,
no acaecio lo miamo acerca de las clases.

Sin embargo, hay también invariantes
muy sugestivos: a) la busqueda del voca-
bulario minimo de cada teorra; ast Rus-
sell trato siempre de aislar los indefini-
bles para las entidades basicas que era
necegario asumir; b) la utilizacién del
método de anslisis para armbar a tales
indefinibles; c) la presencia constante
de un factor pragmatico en la admisidn
de entidades: son admitidas como enti-
dades aquellas que son necessrias para
la derivacion de las teorias matematicas;
d) la concepcidn, de tipo aristotélico, de
la relacion entre vocabulario primitivo
de una teoria y el dominio de entidades
que tal teoria pretende abarcar: hay un
dominio entitativo presupuesto y los
términos primitivos pretenden referir a
determinedos entes de tal dominio que
ge agume como previo e independiente
respecto a la eistematizacion que la teo-
ria efectia de él; por lo tanto, los axio-
mas y teoremas enuncian propiedades
y relaciones entre Jos objetos de tal
dominio. Este punto de vista se opone a
toda version convencionalista de la logi-
ca y de la matematica, segin la cual los
objetos de la teoria son los antes defini-
dos implicitamente a través de los axio-
mas de la teoria. Ruasell siempre se opu-
80 a toda interpretacion convencionalis-
ta de las proposiciones l6gico-matemati-
cas; éstas tienen notas distintivas que no
gon el resultado de una decigion del 16g-
co, gino que son caracterigticas que per-
tenecen a tales proposiciones.

En relacion a la tesis logicista migma,
Principin nos muestra que & el intento
fue exhibir que la matemética es deriva-
ble desde la logica, debe conclairse que
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tal meta no fue alcanzada, porque Rus-
sell se vio forzado a introducir supuestos
extralogicos para derivar la matematica
clasica; pero Principia mostro a la vez
que no es posible establecer una clara
linea demarcatoria entre logica y mate-
matica; asy, la teoria de las clases no es
solo una teoria ldgica, sino también una
formulacion de la teoria de conjuntos.
A través de dicha teorra, logica y mate-
matica se fugionan en un todo coantinuo.
Por lo tanto, i ge aceptase como version
atenuada de la teais logicista afirmar una
suerte de continuidad (en el sentido de
no clara demarcacion) entre légica y ma-
ternitica, entonces Principic habria ex-
hibido la alta plausibilidad de tal tesis.
Por otra parte, entendemos que el aspec-
to filosofico mas importante que Princi-
pia revela en relacion a la tegis logicista
es que ha invertido la relacion entre 16gi-
ca y metafjisica: ahora la l6gica regimen-
ta la adopcion de supuestos metafisicos.
No se adoptan como presupuestas 16gi-
cas aquéllae que se adaptan a presupues-
tos metafisicos independientes sino que
la 16gica adoptade, en tanto funcional a
la reconstruccion de la matematica, de-
termina las entidades y supuestos a adop-
tac. En tal sentido, podria hablarse de
una interpretacion fuerte de la tesis logi-
cista en tanto la logica determina a la
metafigica por Ja matematica.33
Queremos cerrar nuestra propuesta
con la que nos parece la conclugién mas
importante de la teoria russelliana de las
clases: nos interesa enfatizar que Russell,
en nuestra opinién, propuso una concep-
cion de las clases que es completamente
distinta a las conocidas desde Cantor

hesta nuestros dias y que difiere de la
interpretacion que de ella han hecho sus
criticos méas conspicuos. Tal concepcidn
es quizds Ja unica teoria estrictamente
intengional de las clases.

Expliquemos brevemente nuestra te-
gis: Russell siempre tuvo una actitud
peculiar hacia las clases. A lo largo del
desarrollo de su filosofia de la matema-
tica encontrd un nimero de importantes
problemss que le,impidieron proponer
una teoria de clases que ¢l considerara
guficientemente satiafactoria. As{ Ruasell
concluyé que, por una parte, lag clases
consideradas como entidades actuales
conducen a contradicciones y a proble-
mas conceptuales acerca de su peculiar
tipo de entitatividad y, por otra parte,
gi ellas fueran concebidas como meros
recursos simbolicos entonces el progra-
ma original del logicismo spareceria de-
safiado porque se requeriria la adopcion
de supuestos no 1ogicos obviamente dis-
tantes del sentido comin, como el axdo-
ma de reducibilidad. En verdad, Russell
aunca pudo conciliar en su teoria de las
clases tres objetivos importantes que él
explicitamente traté de alcanzar: el uso
de la teoria para eliminar las paradojas,
la construccion de la matemitica y la
satigfaccion de su creencia de que toda
teoria logica debe apelar al sentido co-
min.

Todos estos sentidos problemiticos
relacionados a la teoria de las cleses e
reflejan en un rasgo constante del pen-
samiento de Ruasell: la preeminencia de
las intensiones. Todas las definiciones
de clases por él presentadas lo son en
términos de intensiones y pese a ello



punca considerd a las clases como recur-
g0 vilido para prescindir de lag intensio-
nes. Es maés, él siempre procedié como s
el asumir intengiones no gemerase pro-
blemas anilogos a los generados por las
clases, Asi por ejemplo, Russell conzide-
r6 problemaético que una clase (en tanto
una) pudiera tener muchos miembros,
pero no vio problema alguno en que un
Unico atributo pudiera eer aplicado a
muchas cosas. Desde un punto de viata
ontologico él asumid consistentemente
las intensiones; asi presupuso ‘x es un
hombre™y finaliz considerando que “x
es un hombre*’ es 86lo un recurso lingui's-
tico.

La pregunta clave es, ;por qué Ruesell
no congiderd prohlematico partir de in-
tensiones? La razdn no es meramente
técnica, porque €] miamo reconocio las
ventajas operativas de trabajar con cla-
se8. ;Pensd él quizds que la reduccion a
sentencias acerca de intensiones involu-
craba un paso adelante en la direccion
correcta hacia un nominalismo de par-
ticulares y notaciones? No lo sabemos,
pero 81 podemos afirmar que & hubiera
procedido conversamente le hubiese gido
impogible partir de individuos y clases
reales, puea se hubieran suscitado los
problemas ontologicos acerca de las cla-
eea ya conocidos desde Principles. Todo
parece conducir a una referencia por los
atributos, como e al definir las clases
sobre la base de una teoria de atributos
ee estuviera explicando lo oscuro —cla-
ges, en 8u caso— en términos de lo mas
claro.34 Egte aspecto esti en completa
opogicién respecto & las concepciones
de matematicos y filésofos acerca de
clages y atributos.

Nuestra interpretacion es opuesta
incluso a la efectuada por criticos de
Russell recientemente. Asi, R. Jager
afirma:

En Principia mathematica ¢l mismo
dio una variedad de razomes para ex-
tender a las propiedades en general el
privilegio que primero habia reserva-
do a las “propiedades numéricas™
esto es, tener una propiedad ha de ser
explicado en términos de ser miem-
bro de una clase, y tener una propie-
dad en comun en términos de ser
miembros de la misma clase. Durante
un Hempo él gostuvo tanto que tener
una propiedad era tener una relacion
externa con otro término, como que
para algunas propiedades tener esa
propiedad era ser miembro de una
clase. Pero por razomes logicas no

relevantes encontro mis y mas con-
veniente adoptar el punto de vista
que en todos los casos la relacion
externa en cuestion era “ser miembro
de™ y el término en cuestion era de
clage 3¢

Creemos que nuestro trabajo ha con-
tribuido a mostrar que el deaarrollo de

la concepcion de las clases de Ruassall
no siguié la trayectoria resefiada por
Jager y, muy especialmente en Principia,
la concepcion nos parece cleramente in-
tencional. Es pues la sorprendente pre-
ferencia por las intensiones, lo que una
invegtigacion histdrica mds detallada
habria de contribuir a explicar.

I
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en 1910. Ademais, el princlpio de extensio-
nalidad parcial, que fue utilizado en la se-
gunda cdicion de Principia (1925), presv-
pone que g ha eliminado el axioma de re-
ducibilidad tal como acaece en dicha edi-
cion. Es decir: el principio de extensio-
nalidad parcial, si bien es consislente con
Prindpls (segunda edicién), no lo es
con Principia (1910). Luego, no es gorrec-
to utilizarlo para probar que Tr+ARes im-
predicativa. En verdad estaria partiendo de
la tesis que se quiere demostrar, pues si se
acepla tal principio de extensionalidad el
sistema es de hecho impredicstvo, tal co-
mo Rusgsell mismo afirmd con respecto al
sistema de 1925. Por lo tanto. creemos
que Quine no logré probar que AR+Tr
(1910) es impredicativa. Sin embargo, re-
sultaria muy arduo defender la imposibili-
dad de definiciones impredicativas en el
sisterna resultante, porque tal impogibili-
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dad parece depender de la adopcidén de
una actitud constructivista, que automati-
camente se abandona cuando se agrega el
axioma de reducibilidad a la teoria ramifi-
cada de tipos. Nino Cochiarella en “Mathe-
matical Knowledge: A Review” Philosophy
Israel Qusterly (1978), ha sefalado que
Tr+AR “es impredicativa en tanto estable-
ce la disporabilidad de conceptos o funcio-
nes proposiclonales de un clerto tipo me-
diante clausulas de comprension o espe-
cificacion que involucran la cuantificacion
sobre todos los conceptos o funciones pro-
posicionales de ese tipo'’ (nota p. 3).

Tales requisitos son (Principia, pp. 76-77)
1) toda funcién proposicional detcrmina
una clage. 2) dos funciones propogicionales
formalmente  equivalentes determinan la
migma clage, 3) funciones proposicionales
que determinan la misma clase son formal-
mente equivalentes. 4) en el mismo senti.
do metaférico en que decimos que hay cla-
ses, decimos también que hay clases de
clases, . . . 5) no es significativo sfirmar
que uns clase es idéntica a uno de sus
miembros.

28 Por esta razon Russell continuara afirman-

do que las clases ticnen un “shad owy being’*:
ello puede entenderse como sedalando que
ellas tienen atin una “‘shadowy” diferencia
con las funciones proposicionales.

29 Russell, “The philosophical Implications

of math, logic”, en Esaays in analysis (op.

cit.), p. 293. “Légica y matemdticas nos
fuerzan a admitir un tipo de cealismo en
sentido escolastico; esto es, a admitir que
hay un mundo de universales y de verdad
que no ge basa directamente sobre deter-
ninada existencia particular. Este mundo
de univcrsales debe subgstir. Tenemos co-
nocimiento inmediato dé un numero inde-
finido de proposiciones acerca de universa-
les; éste ¢s un hecho tan bésico como lo es
la sensacion” B. Klemke en ““Logic and on-
tology in Rusgell’s philosophy’ Esasys on
B. Russelt (Urbana: University of [linois
Press) pp. 416-455, hs afirmado que el
cardcter sintético a priori de las proposi-
cioncs 10gicas se justifica en la referencia
extralingiifstica de dichas proposiciones.
Es clerto que eran sintéticas o priori para
Rugsell en 1910, pero no resulta convin-
cente la razon que de ello proporciona
Klemke cuando afirma que la referencia
extralingiifstica es el fundamento dc tal
caricter. En efecto: la referencia extralin-
gifstica no basta para garantizar el carac-
ter informativo (sintético) de las proposi-
ciones.

30 Véase, “The regressive method of discove-

ring the premisses of mathematics™, en
Easays In analysis (cit.), p. 275.

3) “En logica matemitica son las econclusio-

nes quienes tienen el miximo grado de cer-
teza: cuanto mAs nos acercamos a las
Oltimas es mayor la incerteza y difi-

cultad que encontramos”. B. Russell, “The
philosophical implications of mathemati-
cal logie”, ¢it., p. 285.

32 B. Russell, “Theregregive method. ..”, ¢it.,

p. 282,

33 Es por ello que no coincidimos con H. Put-

nam cuando afirma que el tipo de funda.
mentacion filosofica que Russell babia in-
tentado después de 1906 ha derivado ob-
soleto porque creyé errdneamente que era
posgible encarar y resolver problemas filo-
soficos mediante el uso de recursos mate-
maticos. Habria que senalar al respecto
que Russell, por una parte, nunca sostuvo
que los problemas filoaoficos se resolve-
rian lisa y lanamente mediante el mero
uso de recursos matemailicos y, por otra
parte, Russell exhibio (luego de 1906) que
cicrtos problemas de filosofia de la mate.
mitica podrian encarars¢ mds fructifera-
mente & s¢ explicitaba la ogica presupues-
ta y se exhibia la ontologia que esta 15gica
determinaba: as{, al menos, 12 relacién 16-
gica-ontologia y por atadidura matemética-
ontologia resultaba mis clara y manejable.
Véase 1. Grattan-Guinness, ‘“Russell’s logi-
cal progress, some new light form manue-
cript sources”, Historis matemética 2
(1975), pp. 489-493: consilltese cita tex-
tual de Pumam en p. 493.

34 R. Jager, The development of B. Russell-

Philosophy (London: Allen and Unwin,
72), nota p. 86.
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